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LEÇONS 



ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 



CHAPITRE PREMIER 



ThétMrèiBM gteémiz mr Ttiistence en iatégnlM. 

1. Les «quatioitt us «ritéas partielltis Ml d'alionl élé éUidiées 
par d'Aleoilieii ci Euletf à pi\>pos de praUèmct de phynque. P^rmi 
let lri«ra& les pins importanU anldrieun i Gtudiy, imnm cileron«, 
en ottlre, eeux de Lagnnice, Leplace» Ifooge, Ampèie et Plaff. En 
particulier les ll«knoires de La;praoge sur les équations du premier 

i/> «Mdre sont fondamentaux. Hais les premièrss rscherdies rigoureuies 

^ sur le éegié de gtoéralitë de la solution d*une éf|ualion aux dérivto 

^^^c:» psrtâelles ou d*an système d*équations aux dërifées partielles sont 

^ dues i Canèhy (t). Les théorànies trouves par Ganehy ont été démon* 

tids depnb par M. Dsrbonx (<) et par M"* de Kowalèwskt (■)• Nous 

^ allons reproduire la démonstration de M"* de Kowalewski. 



S» Nms dirons que la Ibnction f(»^f a^, •••y ««) des n irariables 
«^^«^•••,x»ert Aolomorplke, on r^«ltirs« on eneors dét^ppabU, 
an foSsim^ dn point «tt ^» «-f ^» ^ elle' est dévsloppalile suivant 
les pnissanees croissantes et positivés de JP| «•«% X, » ar2t •••, aE|^<» aS 
pour lentes les vnleufi de X|t x,, •••, x«, telles que 



l«» r^ritr* Cii#M9 méw tf « riMMff«r Ali SrridMMk t Xlt, X? •! Xfk 
fi» 6. SwSnnu C«yNi fm«Mk t. LXXX. 

«^ C.Arr«M. t 



• 



\ 



9 UBçosit sua UES éfnoArwm avx ùthnikA PAHTnuxs, 

et MUS difOBii qve x^^ ar,, •••, ar« âppurtienneni m rf^ntutift du 
poÎAi x% «S, «.., «^1 de rayon S. 



3, Avant de donner la dëioonalralion du théorème fd^èni^ noue 
traiterontf d*abord deux eau part îenlier». 

Tn£oR^:iiE I. — Êiani dantuf, iPtme pmrt, le eyerème dféqumti&Hê 
iitix difrivéeê paviiMleê 

^^ f (t, * = 1, 8. •.., m), 

X (I = 2, 3, .•., n), 

eonleHaiU les m /Jmeltdnj m^, ta,, ..., u^ det m vorinUee indépet^ 
dunie9 ap,, x,, ...» jr^el^n'iitie^fiieUet lee eoe/flcteiifi Al^d^M^n^nl 
des fiMctiom deê êêuleê eartoUes «p tt,, ,.., n«; eC, dVmIre pari, 
tu foficlioM fil f|, •••, fto dee rarûiU<9i jr|, Xgf ..., fl^» tt^nlttrvii 
au iHddnage du peint 

•t ^— ^n% *t ^ ••# •••» "^n ^ •■» 
e/ té r4dui$ant rei/iecliveiiienl d 6|, b^^ ..., ft« peur 

X| SS ttgy •••! «C^ ^^ *•» 

t7 eoriiee vn lystôiNe, et un $eut, de foneiiùnê u^^ m^ ...^ u^ miiê- 
faimni aux équaiimu (1), déveioppableê au vairinage du peine 

«I :s a,, Xg = «,, ..., «, = a., 

el ee rAIirfeant retpeelivemenC à f^ f,, ...» f^penr 

*i = «I» 

ponrmi ^pi^ les coeffieienU Ai.i eeient dételoppfMm mu vaUiuagê 
du point 

«*i = *i> S = *■» •••» «• = ^.^ 

Remarquons d'alioiil que noue pouvons toujours supposer «^ := 
el b| = 0, i^r celé revient à rcinpbcer X| — a ' — 6^ ist fi — 6|, 
respectiveiaeut {lar jt.-, ti ^ et ç^. G:la «'tant, admettons que les fbne- 
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tiom Vi, «g, ...f ««9 titiifiûsuit ans oonditions de renoncé, eziftnt; 
on toit àlora aisémenl que le» conditions ioituilee, jmnfee eu 
équeljone (1), permeUenl de déterminer lei eoefllcienle dee dételop» ^ 
fiefnents de loulee les fimcUons «g, •••» u^ que noue snppoeons 
esisler. En effet, no«ie eatons que, d*epite le fimule de liiylor, le 
êwlBeient de 2{««S« ••• a^ eeceit, à un feder numérique piéOp 



ee que noue dèNgnenms, pour eMger, par 






Il aulDl donc de entoir calculer eee quantitée. Or, les eondilions 
initîalee new donnent d^à toutee csHee de ose quantilés et «| ne 
iifùru pas, ear, puisque pour «| ss 0, «i, doit se idduiffu à fi, en doit 
afuir 

donc toue les ternes de la ftnne a^a^ ••• a^f* de «^ sont esui 
de f 4 et nous connaissons les coefficients de la forme 






De i^hn, les équations (i)^ amqudles les Cnictiens «4, •-, u^ «dis- 
CMt par k jpoUièss, nous permetirant de caleuler toutes les aniius 
dériuém partielUs, eA figure au moine une fins a^g, en CMMtion de 
eeneequiesnle8nmMS.Enelfet,en dément les deux SMsalMs de 
réqnation 

a, fins par itpport 1 «^, «t ^* P*'* rapport à ar,, si ainsi de suite, 
1^» fins par rapport à ae^ et en fiiiffant ensuite apgsa^aBs.«.ssar«ssO, 
enautn 



\ém^ émif êsff ... às^J. 



4 UQQmfs ïïCn us ^too^noini aux vtMxtt» PAtmamm. 

•n faiieliuii d^ étrivéo» dAjà cunnti^^; tiNiMil«, en di^rivatil an* Mi 
par rapport à X|« a, fob par rapport à x^ cl «inai de auile, et aa 
faisafil jfi =: âr^ = ••• ss x« =s 0« on lura lat quanlilf^ 






iNi fouelian daa prfeMenlt«s, el ainai ée tuile» on cakiilara, da peoelia 
en proche% tooa les eoefficienla de ii|. Ceci noua montre que, a*iY ext «le 
un aystéme de fonctions «i^, u^ ...» u^ aattafaisant à l'énottcé, il en 
eiiate tin êeul^ car le^ ooeilicienta dea dévetoppementa de oea fooc* 
tiooa aoni déieriDinéa d'une manière univoque par les oondiliona 
initblea el lea ét|iMiliona (1). 

liiiaaiNona alora, f|ii'aprhi avuir ealcnld eua eoefllelenta roinma 
noua veuona de rindiquer» on écrive lea développemenla oorreapon* 
danU: jo dia que at eet dé^hppemeni$ aani eonvergenU au 
voiainage de ;Cf ^ sr, ::: ••• =z x« ss 0, tia représentent dea fonctiona 
Mflt Ut« •«•> ^«t M^ aalJKfont aux conditiona de Tènoncé. En effiet, 
lea fonctiona ti|, ..., ti» ainsi obtenues Mliafont évidemment aux 
conditiona initiale»; d'ailleurs elles «ali^font aux équation» (i), car 
ai im calcule lea qiuinti!é» ■ 



4»X, ^ dx, 



eorrespondanlca, rua quantités «eronl certaim» fonctions F;(jrp v.j 

dea aeulea varinMos x^^ •.., x, luitumorphes dans le domaine du 
point Xi =s 0, et» d'après la manière inùme dont on a raKiilé lefi 
coeflicienli des. Vi, ces fonctions aont nulles ainsi que toMte^ leurs 
dérivées partielles pour 

w£ ^s jTg ss ••• sss» jr^ ss Ub 

Da tout eod il nSsulte que pour démontrer le théorème énoncé il 
nous suOlt de démoutrer que les développements obtenus |Hir la 
méllMMle pnH*édente ttout convergents. A cet effet noua aliéna oûoi« 
parer coh développementa a d'autres tient la eonveiigence se montre 
ai^'Oifnt. 

Supposons lea qtuintîtéa Al.? régulières pour les valeurs de Up «^^ 
••., 11^, dont le module est intérieur ou égal à r et soit M un nombre 



cl 









aur. I. — jBÉonÈHX» m» L'KinreitcK dks LirtonAU». & 
ph» gnaA qiio It plas fnad nodala dt bHrtM en IbnetieH pour 
l0«tM Im nleun de m,, .... «. «pputenaRt a« donuÏM da njM ■>. 



I «U + %•*•••• + *C 



yriwU*Mlopp > bl««ah*BHe»prt«MBceaeniii w i>l<ideit,Tii^»...i*^ 
pMir toatM les ralaon Mie* qne 

•I la eoeffleieat de «(•«^ ... «27 dtu es d é wluppi n it «en etlal da 

aênie leme dau 

„ /«, + n, + .« ■»• ^l^\ ^•^^+-^+>^^ 

M (ff. -t. g, + ... + p.)t 



ot pin» graod que le modale du coftOâmt eomapoadut due A^^ 
D^auln part, »oH p le rayon da domaine de eont eiy ee de» ftae- 
tîoM f|, f„ ,.., f. et N une Unité mtfériem da «adule 'de eoe 



• («„»„...,aO = 



Ni 

-p— • 

les JT, + «, -h .M 4* «•• 
♦ (ObO^...,<l)-Oî 



li'ailleurt, on peut éerin 

/ p — t ^ tf> -♦ .., -4- a?. 



iWne la IbodioQ ^ («,, ••«, «.) jontp par lapport ««s -fonctioM fi» W 
mime nUe qoe H par rapport aux Aij. 

Cad poa6, cno^kiéroBs k ajrstème auxiliam d'équaliaiia mn 
dérivée* partielles suivant : 



(«) 



oA Ton a 



« /f _ 



s, 3, ..., m). 



Ha 



i-ïl 



►•» 



V, •♦• ... -f «^ 



et eherchoiis un arstème de fooetioiiii 9|, Vg, ..., #g 



•atieMamt à m 



ajstèma 
(3) 



ifi = r, s» ... =rv. =s ♦ (ac,, ...» a;)» 



pour »| =5 0. 

On aMNitrefit eamine prfeédemineiil, qw, t'it eritCa us ifUian 
de fonctions V|, v^, ...» r« salisfaisaut aux conditions piéoédcnles, 
il en existe un sent et qu*on pourra calculer le» eoefBcienls des 
développements de proche en proche. D'aQIeurs, de la Taçon même 
dont nous calculons ces coefUdent», un coefficient quelconque de V4 
est un nombre |!08Îf îf supérieur au ujoJule du eoefllcient corruspon- 
dant dans v^. En cOet, les coeffidents Jim développements des u^ 
se déduisent des coeffidents des dêveloppemenis des fonctions Aij 
et 9p fg, ...y f^ par les seu/ef oiiérstions d'addition et de multipli- 
cation. Si l'on remplace dans toutes ces opérations un coeffident 
quelconque de Atj par le coeflîcient correspondant de H et un coeffi^ 
dent quelconque de f 1 par te coefficient coiTospondant de ^l*(^,, —9 A)t 
les résultats ol>tênu3 seront pi'éciftc'nieut \o^ ctefficit^nts de:* r^. On en 



CUAP. L — mtlMtUtB MJa L*SX1STISSCCB M8 IKTÉOtUIJM. 7 

coudai qM si les développemeoU d« rg, r,, ...i «», calculéi comme 
nous Tafciii iodiquéy non! oonvergmitSi il en oera de même a fortiori 
des défdcppemaoU do ti|, tig, •••9 u^. La condition nécessaire ei sufll* 
sente pour que les dé%'elop|ieroents de V|, r,, ••., r^ soient conver- 
gents est» manifestement, que le système (S) admette un système 
d*inti!gnles satisfaisant aux conditions ÇS^ Noos sommes donc 
ramenés, pour démontrer le théorème, à démontror Texistence d*nn 
système d'intégrales bokimorplies poor le système perticuUer (S). 



Noos ponvoDs écrira le système (S) 

<X| rfa^i "* *" "" ifjB^i 



"I 



4^ 



d nous prouve d*abord que les dilTérsnees «g — «g, tfg — * v^ •••, 
9g — 9« sent indépendantes de x^\ d'ailleurst comme pour «g ss 
elles doivent être nulles en vertu des conditicne initiales ^ ellee 
sont i4enttffuement nulles et en a 

Ug ss V^ 8S ••• SS Vg,* 

On est donc ramené i intégrer Téquation unique 

— -s 5= mn X 3— »f 

\l SS 3, 3, •••, n)* 

Goasme la CMwtien ^ (Xg, •••, jeJ ne dépend que.de I, il.est naturel 
de dierdier une aelution de la ferme 

et en a, peur déterminer 4r, réquatioB 

r 
qui sTécrit 

Il est aieé de vérifier que le premier asembrs de celte équation est 



,é' 



I 



tf UOÇOKS SCR US ÉQUATIOMI AUX OAtlTÉtt MMIBUS. 

précwèrnenl le détemiinaiit foiieliooiiel dei deux foneUoM 



que k ricine ijui «*aiinulc peur x, ss I := eel ûéréloppuhle «u 
veWoage do X| := 0, 1 n= 0. Soit 

ccflie mi'ÎHt». Le e^ilèine (3) est par rcni^|iK^Dt «atUbil par les 



•*« 



4» «t ^i~^\(^ii«(ii~i)»,. 
Cette éqmtioo eipriaw que k (bndwa f «it Idie qii« 

« 

F étant une fonctHm arbitraire. 
Ici, U noue budra clioiaîr F de telle façon que peur 9| av en 

Ni 

ait ^ s= '\ il ùiudra donc atoir iâeniiqHemtmî : 

0.-f§i>)'='C-?h)- 

e*cslrMire, «n pomnl * = * 

? — * 

(•-"•)s^.-'<-> 

Fioalement, nous voyons que la fonction ^ qui a*aMinle pour 
ar, ss I ?s ei qui mitiifait â IVfqiialion 

est riniégrale demandée. Celte équation Vécrii 

U ^ m JJ (N 4- ♦• C 4. Mm (« ^. l> jr, (N 4- ♦^^ A — î!îî^ p^. 

Peur jTi =: i 13 eelte équation a une raicine é^le à el l'autre 
racine égale i — et par eotisfqneni ûiff^rmkU ils 0. On en eonelui 



- TuAoaiiin mit t'cxurnucK den umEoULM. 9 



*, s r, s ... s «. ss ^, f«„ «^ ■!- ». ^• j^ 
' ^ti MnpIiHnt AUIImhi Im ooaditioat CI), «I mnl d*wlcpp>MM aa 

«1 s 0, ^ B 0, ... c ts 0. 
4.TkibHitiislE. — Étnnl donné, d'mte part, «a t^tOmm 4ê 

j ^=?^^^'. 

^' J(i.ft«i,s;..^*), 

\ (1 = 5. 3. ...,«). 

•A In ^mmnltté» Ai,i «f V rfai/iinil rfes fonetlom 4m waHêUm 
x^ «■„ ..., 9,éldê ttj, «,, ...» m^f régidièrm mn Muteaf* 4* 

«, = «„ a^ =5 ■,, ..., «, =3 o., 
•i»*.. «1 = *.. ••-. •^.= '-. 

«f, fmatre paH, m féneti^n$ f,, f,, ..., f_ du «,, «^ ...» r^ 
MreloppeMa am rtninage dn poÏHt «,, flj, ..., «,< ** «^ rMm'Mmt 
r«q>fc(JMiN«n( À b^, h„ ..., fr, ptftf 



tf ^Wfl« ira ■ysIèiHV de fimelion» u^, «^ ..., n. de» ttrhhtm 
«,, x^ ..., »,, e( (M ami, Mlù/iMMnil «lur rff iMitmt (5), régntière» 



tt m rMtrifnnl reqMctnvnieiif à 7,, ç,« .», f„ y w ar, ^ «,. 



c« Ibéorèmer noua «llonR vwntnr qv'an peut U 
Tinimf[r in lli^arèaie précMenl. A cet eflet, înlfvdiiitiMU ti loiirlioM 
iMMRMi Doitvellea („ (,. ..., 1,, al 4éiiguaw pw (Af.t) d <BD o» 
^■e devienaaat 1m ffocUoiM A^ «t B* qmMl m y ramplMe m^^ w^ 



5?=?<^)^-W.^/ 



<«) 



(I ss 2, a, .... »), 

\ àx^ àx^ dXj^ 
avec le* eatidUKms inillales 



k">- 



iff\ ( ^1 — f I» •*» — ft» •••• *^ — fbt 



i dans les m premières ^uations (6) on remplace i»|» ••., if.t 
<i« ^» —1 L P*** 1^ expressions précédentes, les rdations obtenues 
expriment précisément ipie les m fonctions 

forment un système d'intégrales des équations (p). 



\^- 



10 ÎMÇUIH^ tUn UES ioUATHNCS AUX Otel VÉCU PAnnCLUES. ^ 1^ 

•••g x^ par f|9 fg, •«.. I. respedifomenl. Gensidérons ensuile le 
sjstème des m + n équations 



(i, ft s 1, Sy ...» m), A 



\ 



pour «I as «|. 

O^apris le théorAne I, il existe un e^fslftme» et un seul, de Ibnctîens 
Vg, ..., u^, l|, 1^ ...y f. satisfaisant ai*x éf|uatiooi» (6) et anx coiuB* . , 

tiens (<r). A cau^ie des dernières équations (6), len fonctions (^ 1^ •••, t. J 

sont indépendantes de x^^ et comme, pour x, = a|» elles doÎTont se ; 

réduire respecti\^^m<^nt A Xg> x,, •••, ar., il faut nécessairptnent que kl 

Von ait toujours 

on ou conclut que ~ ss 1 et, par suite, que —- s:: i et quel, s «i» 

VX^ Cr*!*! 

puisque, pour x^ =s a^, on doit avoir f ^ s= a^. (^ système de solutions i 

des ét|uation^ (6), dont Texistence est prouvée par le théorème I, est «V 

donc de la forme 

( i| ^ ^|, Ig =s 3Pg, •••, I» ss X,. f 



aar. i. — rnâoiiftiiss stru VtxrnnBxm wm ntrAoïuLiM. il 
S. Aprtt avoir tnlié eet iem cm ptiiieiiljani, aoos arrhow âii 

CttuidénNit um ajilène d'^v^atiMM aax iétifém putidte dt la 
fc n a a ayiwmic : 



\ 



(ï> 



4«V 



=♦, 



1* 



— •-♦ 



•••• 



— tii» 



aè las qiiaatiléa ^4 dUgnenl des ftindioM das qMBtiUa if|t 
das fariaUsa m^^ œ^p •••, m^ dsa déiMaa |iartiallaa de Ug j«afii*A 
l'oidre Tg, daa dériféea paiiiallea de m^ jaaq«*i Faidia r^ €i ainsi 
da soila^ des dérivées de «^ j«sq[tt*à rarÏTOr..» oiaia m 
las dérivées qui SgotaDl dans 1m praasisrs 
La lUsftae féaénd panl ^éMMsr aiMPi 






,d 



TmtOÊtin cCsiteAi» — Lm q^anMéê «,« x^ •.., 9,^ V|t «%, •••9 
* qui fgw9mî dmm$ Iss fandUmê ^« AcmI 



rfdss aamma ifas rmHàUm imdépemdamim, sati 



•ut •!• •••# ••§ •( 



'!• •••! 



*U Mwa^.%^ 



^yslèma fiieleafifiia de Mlaiirs ds èat tvniaUai jmir 
fêÊèèttmm ^1 sajanl Asls m a i yàai, 
fi si sj i l» dWIrayrt 






^; 



fit fit fit •••» 

ft« tt» fit •••! 






t» f^ fi* 



•.•1 



ff-. 



des / awa rt sii a ds 4S^« «„ — » «^ fdignilliris 
ay, «y «..y «^ al leBas fw Taii cft 



an âa^séMMS dii jpainf 



Vi •* •» ^.«fc dx^ ^ 



••• 



fêutXg :b «,9 •«•, 4^ as a,|. 
A aasMa um mMmê da 



jvfiacvaiia v^f Vgt 



•••1 



at vM aaidL 



a uojsnM Mm UM éofiànoM aux ^teven PARTicun. 
êmi»ê/mm9U mm iyHèiM (7), h^ w èêf fh ê ê mu mpimmmft de 

0i téUm fm tmm mU 

jiPHr «Pg Sm W«* 

Il érii aM ifo voir qiie, t^il ^xUiê mn îH $if0îème^ il m «Ma 
tm Mil» ear, en vaHu ilct «NiditioMi ioitialet, le éè^tkfpemMd 
de «I, mtéonné suivant li*>i |iuiaManeM de âe, — «,^ doit ètm de le 
ferme 

per eoile» noue eeonaÎMMie ka dérivéea 

V <îx;« ... clor;* /,,••,. ,.M„ ^ inouï» 
pe«r lottlea lea valeuri de 

«i^n — i» 

qiiele que aeiènt lef eetnbraa a^ ..., j^, et d^ellleurt » ee dilihee* 
tiaiil lea ^iiatiooa (7), en %'oil qu'on pourra eeleuler da pradie eu 
produ* toulea Vfé valeum dea attirée dMvéM et a^ SÊ ri peur 
X| =s Ui» •.•,««=: tf«, en feiiciion daa pnteëdenlen. Oa eoefllcieute 
aool doue di^terminéa d*une iiianièra univuque, et, a*il eaiale un 
ayalème d'intdjrralaa, il en exiate un aeul. 

\jo iiioik* flo raisionncmetil employé pliia baul noua montra enaora 
que» ai cen di*\i*l«>ppem«*nla août eonvi^ryenf**, Itm fonetiona qu*lla 
ra|iréaenti*nt aaiiafont k loufca lea ron<liliona du prabl«>nie« Au lieu do 
déniontrrr diractement ortie conveiyeuce, noua ramènerana le ayatèroe 
pn>|ioML* (7) â un ayatèmc d'^uations linVMÎrea. 

Pour ruuilri* la ik*in«inatratiou phia iuli*lli||ible %\^n% le eaa |tèn«^ral| 
noua exaMlill€•^ula d*4ilHinl un cuk |iarticulîer. 

Goniiid«^roti4 r«iqu;iiSAn du s«*i»Ad ordre 



r 



s 



CBAP. I. — TBtoMtaw Mm L*BUMra(GB BBS mTAuuuB. in 



àt 



àt 



rf»s 



'==5Û' «*5i' -==5?* 



4m àg 






«I diM laquelle F dënigM «ae fimelioo Jételo p p e ble pev le 

••• y«» »•» Pt» 9«i ■«•» *•• 
S oi en t, d'autre part, f , (y) et '^ , (jf ) àm% kn ctàemt de y 

merphee au «oisiiiage de y ss y, et Idie* qoe 

9»(!fù~**t ?«(lft)'=9*t ft(yt)~<»> 
?i(lf.) = Pt. ? I (»•) — •#• 



Il exwle one CmkInni t talitfawant 4 l'éqnalioa <^ helomorphe 
as voÏMiiage de a^» y^ et telle que, pour aess*^, t «e 

Ea cflM, eeMidëmne le «ptêaie auxQiaive 



/ as 



0») 






1=1». 



àx 



dp àq 

dx * dx " 
dF dF 



d/» di _ dr 
dy d»'~"dy 


d( d« 
àx^ég 


dF dp dF dr 
àqég'*' d»4fg 


dFdk 

4. . 

dt dy 



Ce «jtlèiiie eti de h forme des ejslèiiiei considérée dus le tUe» 
rêmell; par stiite^ on pourra IroaTer un système d^iolégrales salie» 
bfaaal aux éqnaliona (tf> et aov eonditions iniliales euivanics : 

^^"> /!=,;(,) el r=F(^.y.f.(|f>,f.(|f7,,;(y>,f,(»Xf;(ir)), 
peurxss jE^. 



•yslèttie* Je dis que z s ^ (x, y) est une iaiéfrale de (8), 

initiales dnoneées* En 



• 

ik fcAcUoBft ttlMkil a«x éf Milioii» (VX m â 



^(^.¥) 



ptr Mite, 






i>* as ai ** ifi vy/ 

■lent; d*âilleyr% m fert« il«i coïKlitioiii (10), èfUe diflifmie» «il 
nulle fomr xssr^: «lonot elle doit élre ideutiquemefil nulle et en • 






De 



à* 



d*4» 



éa^âjf àx \éJB 



rf /#•♦ 






^4k 



«i»t UM renetiM M if tfà AM. 



4«Qe* la dMiawee 8 — ^ . — ^ 

s'Mmricr pour « ss «., «o vertM dt (10), é(, pw mite, «t 
■Mot aull». 



Ss 



«n voit «MMite que 



II** ^ 






?) 



et, par enlle, 



pf dce derow i e nty ^w 



en ftrtu de (10). fiafla, m aura 
— as— + îîî~ rfFJP ^*Q 



étàS 
éSêx 



étèT 
éXàm* 



V 



I 



( 



i 

* 
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ce qui proave que la diflérraee 

est une Iboction do y qiii« demnl s'aonuler pour x = x^, eu vertu 
des cooditkNis (10), est îdenUquemenl nulle. En rteimè, on foil 
que f =s 4» est une inté||;rile de (8) qui aetisfiiil« d^aiileurs, nus 
condiliont initiales données. 

ETiniinons maintenant le cas générd. RemplafOM le sfitiBn Çiy 
par le système fuÎTant ou nous introduisons, comme il 
ausiliaarss, toutes les dérivées partidies de «i jusqu'à l'eidvs ti : 






— X#a^ 






..., -—.-Kl 



«^♦ifa<«tf 



peur Isules les valeurs de a^ et i^ telles que 



a. 2^0 



et at^iw<«W 



pour teu'tes les valeurs de Ug» «.«it a. telles que 

Cl >► 0, Si •♦• a^i 4- a. ^ r# 
et ainsi de suile jusqu'à 



it^jtStS&sSf s^ttài 



^U^^h^^mt 



àm, 



ém. 



r. 



I^>0 «I C| •»> 1^ «^ «, ^ ... ••' «a 3! fi 

^s ss Af S| «««f nsjw 

Ajeulona-y les équations que Ton obtient en dilTérsntiant les équa* 
tiens (7) par rapport à Xg et en j rsmplaçanl ensuite les dérivém 



M UQom mm un éqvatiomi» aux uteiTtRi rARrmjjH. 

telle fa(Dii que d«i» les teeunib meuibra il m 8gm« aucune dérivée 
par rapport à a?, des quantités m. et i^i,,,^^^. 
Le syslème sera de h fonne 

au. 



•. Le lliéor&m^ génénil, que noue venom de démontrer, ne prouve 
IVxislence de rinté<^«ile que dans un domaine limité envinmnant le 
point #ip a„ ,.., «,. Uaii, d^apr^ ce que Ton seit sur les fonctions 
analytiques, on pourra, en gî*néral, en cboiaissaiit dans le domaine 
de «1» ««t ...» a,, un autre point a[, «;, —, <» démontrer rexistenoe 
de Tintûgrale dans un nouveau domaine entourant le point a\^ ci^, 
.•., «:, a non eontenu IomI entier dans le précédent, et, en eonti- 






audUe «iaM lé théorème II. Donc, ce «letène admettra «a vjMa» 

d'iaUKrales, régulière* «u voinaeRe da point •„ a., ..., ^V. «t MIee . 

que, pour x^ s a,, on ait : I 

I 

\ «1 -*- 0, 4- ... -I- a, ^ r^ 

les valeurs initiales des fonetions |i;^.i^«^^^ se tirant des équations il) 

elles-mêmes. On montrera de la même façon que dans le ras parti- I 

culier prëcMeut que^ si 

et 

forment un système d*iolégnil4*s îles équations (ll>, 

eenifîliens (12), le» fonctions ^^. ♦,, ..., ^« sont des intégrales du 

système (7), satisfaisant aux conditions de renoncé du tliéorème 







^1 •* 



i 
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BMBlde It forle, oo pcmm, m |MMr«l, alItMiv lit poiat doonk 4 
rafanct que Too foudn, «n «g, •••, a^ 



(7) 



7. GMbuuiàTtox. ~ GonridliMa laa Afiiatioiia 



^Xfl 



= ♦, 



(f «- ly Sy «««f M)» 



OÙ ks ♦« dângneot aftaiateiuiit dm Ibiidioiia de ««» x^ •••, c^ 
^1» ^f •••» ^» des quantités 






(a,<r„ «i + «i 



ri). 



0t, M oatfe, d*ua nombre qocleoiiqM de penmétrae ailiitnûree Â|, 
..., Xr* Soient, d*«ll«an« 



fi* iff 



f? 



— I 



(• — *> *f •••! ••/f 



des fcBctioDs de «,» •••y jr. et des r panunètrés Xg, \f •••9 X^f v^Ntq* 
Uèret au voismage du peint %, •••, a^ X% X}, •••, X^. Il eiiste un 
sysièaie de foocUoBs u^ ...^ «« des lariables X|, x^ ...y x. el eon- 
fenant les panmèlres X|y «..y X., r^ulières non seufement par rapport 

4X|t't> •••» ^«9 Ruûsencorsparrapport aux paramètres X|yX,y...,Xr 
au foisinage du point «i, «g, •••y o^., X{y XJy ...y X^y satisraisant aux 
équations (7'), et aux conditione initiales du théorème généralo 

En effety il suflh de eonsidèrer les quantités «1 somme fonctions 
desn 4- r variables x^y x„ ...y XpOtXgy X^y ...y Xry et les équations (T) 
comme des équations aux dérivées partielles entre les m Cnietions «1 
et ces n -♦- r fariables. En partieuliery on peut supposer que les 
quantités *« sont indépendantes de X^y X^ ««.y X^et que ces paramètres 
n'entrent que dans les fimetiotts ff. On en coodut quWpeut toqfoun 
trouver un système d'intégrales des équations (7) esnienant autant de 
panmètras qu'on voudra» et qui soient des iwMtiene holemorpliés de 
ces paramètres! 

t. AmiQATMW I. — Coaiid<w>M le ejetime 



m 



^T— ■» /î («t ift» y» ««f yj» 



18 tEÇONS «un UEi ÉovAtiora aux DÊHIVÉCS PARTIOXCS. 

d*éqiiaUoiM diaSreatiellet dans iatquellct /;. ..., /; désigiMAl des 
fondioQS holomorphet au voitiiiâfe iu point « sO, y^ se 0. Nbu» 
pouvons considérer, dont œo équationt» y^, y,, .... y^ eoniM 
des fonctions de âp et de n paramètres arbilraira yf, yj, «.., y;. 
D'âpre ce que nous %eoons de dire, on pourra Iraiiver n Ibodions 
Vn tfi» — f 9m salislaisant aux iquations (13), liokMnorpNt par 
rapport à or et y?, au Toisinage du point x r=: 0« y/ =s et tellea que 
pour X := on ait yi =r yf . Co particulià** ces fonefions seront déve- 
lopp.ibtes en séries de la forme 



y,= y/4-xA; H-J^A? 



•••I 



les quantités A,\ Af , ... étant des fonctions régulières de y^, yj, 
...y y?. Ceci nou4 montre que les inlégrales des équations différen* 
lie!l«s (13) sont développables non seulement par rappoK a jr» mais 
encore par rapport aux valeur* iniUaUs. d 

9. AppucarroN II. — PmioUoiis impUeflnn. J^fanC donné un 
êt/êtème de p reUUionê 

/AM\ } •• V*i» ^» •••» *•» ^1» **tt •••f *#) ^^ "> 

^ ' C (<«1.2,...,|i), 

ou les jMvmlers metnères tout dévelappahUê mu tm$lHm§a dê% 
vaiMun s< s xf , m« ss ut cl seiif teia qve le d^femifiuml /'onc- 
ftonnsl 

D (F,, r,, ,.., F^) 

D (u„ M,, .... tt,} ) 

soîlA/fiffmldeOyeiireeaMleiM,<{ea» . 

w„ u,, ...» «i^4es enHoMet «p »„ ..., x„ holûmarpheê au wainmm§e 
du point «I ss xf , se f^duisanl rotpeeiivomont à u% ii{» ...» ufp 
pour «, =s «;, X, = xj, .... X, = x;, et eaiiêfaieant aux rHa- 
tionê (14). 

Nous supposerons la propoaitiott mie pour le eas d'une seule 
fariaUe (n = 1) (la démônstraUoa de ce cas se trouve dans tous les 
Cours de calcul intégral), et nous allons montrer que» ai elle est vraie 
pour (n — 1) variables* elle est encore vraie pour n. 



au». !• — - rïïÈMÈMn WOU CwxmEHCE MS CIYiGlULRS. 19 

AdflMUoM donc h propoûlioii poar (h — 1) tariabbt «i fakoM 
diat Ub éqyftUoM (14) ^r, sd^tt m^** oliCiMdnMM b tftCèat 

<lft) F| (JTÎ, «„ ..., «^ Hg, «t, .... M^) = 0, 

qoi Mm liUtrail ptr p fooelioM 

r^lièret m msinage da point «{, xj» ..., xi. 

D'aolre put, eoosidéroBS le aplèaie d*oqiuUoiis ivx diriYëes 
partiellet 

(16) J àx, ^ àm, àx, ^ ••• "^ *ii^ *x, 

f (l = l,a,...,p). 

à Us 
Le détermiiMnl des coeffieients des qunliCds r-^ dans cet dq«atioM 

p o wfwo. léMM^ra OM éqiMlioM pir rappart i — -S> t-^» •••t ^-^» 



(W) 



j— • — #1 (X|, d^ ...f 9^ lf|9 ll^f ...y Ifjjp 



OÙ Kee #1 déeigneDi dee fiMietione régttlièras ea toieinafe dee valeen 
«f, «f. Diaprée le théoiàiM géoéraly il erisle an •jelèaae de ji feiie» 
tione «19 «g, •••» ti^ fdrifianl lee équatione (MT) et, par enitep lee 
éfulioiie (10)f tdlM 4M pour «I ss «J on ail tf|:=9i(«^, •••! ^«^ 
el hoioaaorpliee an veitinage do point x]f ...^ acf. Soient ti| sa ^| eee 
inl^nlee; Je dis qne les fimetione ♦< tériSent lee reialioae (M). Ea 
effet, poiaqa'ellee Ydrifient lee éqaatiooe (18), eilee eoat tellee fne 
lee CMielione F| {x^ ••«, x^ ^^ ..., 4;) eont CMdiow dee eeolee 
lariablee «g, ..., x^ et, puieque pour X| ssartena^^sfiet que 
lee qiianlîléa 9i lériiienl lee lelalioae (15), cee IbMiiow Fieoat nol^ 
penr Xg as «{, par eaMa eoat idenHyeanat aallee. Oa a 



Fi (J^f X^ •••# Xai #1, ^gf •••, ♦^ 8S 0* 



fcQUATioM AUX Mtantn MRmujn. 
— Mm» «fMM va, daM U | 8, ^m 1m 
I dtffh«nlMlat (13) pranst m nettrt mm 



Irf + «W + ««W + .... 



• »?: 

In da ptnigraplM préeMent, qu'on pmt 
[17) par npport «ux panmilm yî et, p«r' 
Mgnis («nénte d« équaUimi (13> «on !■ 

= ♦*(«.¥,.», »^ 

«♦.Ce. y«V« "-.irO» 

int dm foDctkiiu holomorpbM dtt «viablM 
«loioaincdu poînlx = 0,*f,^0,propo«i(iou 
nrnl nnt d^monrtnltoD, dans let Court de 



' bien M rendra compte du degré de géoin- 
Duc avou démoatrt l'eiittenoe daiu la 1 9^ 
elquee eienplee ptrticuliera. 

lérona au équation aux dMTéai pa rti e W ea 
a (oDctionc el Ict TariablM s et y : 

'*, V, «. P, 9) = 0. 
nne p, et résottona-la par rappttrt k p : 

J» =/(«. »» «■ 9)- 

NU apprend qoe mite équation admet bM 
uni^dez = «My = yM<I*'>. pour«^«,. 
ariulraire donnée i ravance ^ (y), et une 
ditionii de oontiniiité que noua suppoaerona 
nduire,en bngage géométrique, de la hpon 
a GOurI« piane C dont les équationa sont 



=♦(»). 
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il esiêU mii« êurface intégrale S, tfl «ne tente, poêêani par la 
tùwrhe G. J*eiceple, évidemment» le ces où réqualioo (18), résolue 
par rapport à p, donnerait plnneuri Yaleura pour p. Ftr eiemple» 
d l'éqration (1^ éUH algébrique et du eeoond degié en ]», elle 
donnerait pour p deux valeurs de la fiisme 

p — fi («» ift »f <rX P = ft («I y» ». «)• 

n j aurait donc deux surCMSs intégrales S, et S^ passant par C. La 
condition géomélrûiue précédente, est très particnUèrs» mais elle 
peut se fénéraliser. En effet, je dis qu'étant donnée une courbe 
quelconque C» plane #« gauthe, on peut, en génénd, trouver une 
surface intégrale parsant par G. Faisons le cha^geasent de variiMes 
suivant: 

y — X(x)==fi, » = «, 
Si 

y = X(x) et ss|i(«) 

sont les équations de C. Soient p^ f ^ les dérivées partielles de s per 
rapport aux nouvelles variables n et «• 
Ona 

dw sipdx + qdgp 



d* 



ds:=z[p ^ qV (9)]d9 -i^ qdn. 



Onadonc 



I 



cCcMMir» 



Pi'^P* «^' («)» 






e» qai ptmif* qiw s «tMllUt i k nomalle éqwtion dm pranierordiv 

F (X, X (s) + tt, t, j>( — f , V (xX 9i) — 0> 

qat, ca géaéni, Mim réfohibie par npport à f ,. Getia éqiiatioo 
adnellni doue «m iaUgnle qui, pour «i s: 0, m Ndoin i |t («), al, 
par aaila, PéqaaliM (18) admat ane sarfiwe ioMgnria patMaat par la 



■t^ 



SS LRÇOICS SUR UËH ÉQUATlOICt AUl DÙIIVAgB niHflCULCS. 

12. ExnmA II. -r* GoosiMmM ant éq^êtiMi du iccMid ordra 



(1») 



F(*flf•^p»^f»^ «^o»©. 



Il €ft aiiié de voir qve Vcm pevl loujourt loppoter qw ealle équalÎM 
contÎMil elleelîf ement r oa f » etr s'il ii*m éUH pâs aiMi oa pournâl 
toujoum par un cbangemeni lioéaire de variaUaa fiùrc en aprt# que 
celte condition aoit remplie. Soppoeon«, par exemple, que l'équalion 
contienne r, et i^tolvona-la par rapport à r. ^ 

Le t h éetéme fteénl noua apprand qu'A oiiate une inléfralo s 
tiolomorphe an Yoiainage du fioînt ap^f y^ et telle que, pour op ss x^» 
on ait 

9« et Cl étant deux fonction» arbitrjirea données à Tavance. En 
lanicage géoniëtnqtie« ceci exprime que, par la courlM* C dont les 
équations ^mt 

passent, non plus une seule surface inlê|rrale S» main bien une infinité 
de surfaces dépondant d*une fonction arbitraire ^|(y). Nous |>ourrona 
acbever de déterminer la surfsce S de la façon nuivanle : Têquation 
du plan tanguent eu un point i|uelcom|ue de la courtie G de coordon- 
nées x«» ]^, s =s 9^ (y) est manifestement 

puîaqne, en vertu des conditions initiales, p et f ae réduisent respeo- 
tivement à ^| (y) et ç^ (y) pour ;s =s x«; par suite* on voit que si on 
se donne le plan tangent tout le long^ de la courtie C, la ibnction f |(y) 
eal parfaitement déterminée et, par conséquent, la surface S. Donc, 
il existe une surface intégrale S passant par la courbe C et ayant, en 
chacun des points de cette courbe, un plan tanirenl déterminé. En 
d'aulrea termes, il existe une surface intégrale S passant par la 
courbe C et tangente, tout le long de cette courbe, à une surface 
développable donnée passant également par G, et, en général, œs 
conditions déterminent complètemrnl la surface. 



Il 
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Gmiim dans le cas phîoédeuty on ponira encore étendre ceci à une 
esoribe qutleùnque C dont les équations sont 

En effet, si on se Jf»nne le plan tangent tout le lon^ de C, il faudra 
tromper une inlégrale s telle que si on y remplace y par X (x), s et f 
se réduisent respectivement & j'^ (x) et v {x\ v {x) étant une fonction 
donnée de x. Nous fenms encore le cliangement de variables 

y — X(x>ssM9 xaBXy 

et on verra aisément que Téquation (i9) sera femplacée par nne 
autre équation du second ordre à laquelle devra satisfaira z considéré 
comme fonction de « et de «. Cette équation admettra, en général» 
une intégrale telle que|NNir ti = 0, on ait 

Ainsi, les surfaces minime sont définies, comme on sait, par une 
équation aui dérivées partielles du second ordro : il y a donc une 
infinité de surfaces minime passant par une courbe donnée, mais il 
n'y en a qu'une passant par une courbe donnée et tangente tout le 
long de cette courbe k une développable donnée. 

13. Plus généralement, considérons une équation aux dérii-ées 

partielles F =s entra la fonction s et les n variables X|, x^f ...y x.; 

soit p IVrdro de la dérivée partielle d'ordra le plus élevé qui entra 

dans réqualion F ss 0; nous admettrons, ee qu'on peut toiûoors 

c^s 
fliira, q»1l «iste une dérivée de la forme«^;^ dans nette équation (<). 

8appesonS| par exMnpIe» que l'équation contienne 7-- et réselvoneJa 

par rapport i^^: 

€KS ^ 



r- 



1 111.1 



Ssssftiat 



ftirltféaB, Cftff et rlftlr 



S4 fMçœn won us tovAHom aux a ii a xi M fàKiauM». 

!• théoitaM génénl de Caocby MM ■pfnad ^1) «sua WM iMfgnlt 
lM>l«iDaipheetleUfliB«,poar*|=«„tMfMelWMS,7— > '"'^-^i 
M rèdiiiwnt k p fonetioiu aAitnIrai, éutaérn A l'amaee. 



«O. 



dM nuriiblM a^, s« ..., s.. LiaUgnle gtoérate d* ortto ëqnalte 
dépend donc de ji fonetiou arbilnûrea dt <n — 1) varùbitt. 

14. bttigratea aingnlIérM. — No» n'avoof cMudéré Joanu'ici 
que lee inUfralei dee éqnatfoiie aux dériTées peitieUee doid rené- 
teooe ett démontrée par le tMorèroe général de Caneliy. Il nt natiual 
de M demander ai ee M>nt les seules qui esîstent. 

Considérons, pour fiier les idées, une équation du piemier ardra 
entre s et ti variables a-,, ^, ..., x„ 



(20) 



F <i, »„ X,, ..., «., ^„ p„ .... j>0 ^ 0. 



et oA F désigne un polynAme indéeomp ssaMs. Soit 

s = ^{x,, X,, ..., xj 

unt inl^lfrale qneloonqua, régulière au voinnage du point sj, x^, 
..., si, et aoient s*, pf, j»;, ..., p* lea nieura de s, p^, p„ .... p, 
peur r, :s sf, ..,, a^ ^ «f. Nous désignerons ee sjstAma de valeura 
**■ v*> —, 'f, s*, pf , pî, ..., p! soua le nom dVUment d» Pinte- 
gnth. Nous poserons en outre 



Z~ 



àt 



x.= 



àF 



P* = 



<»F 



Supposons (P,), ^ : d'épris le théntea sur lea fondiona tmpK- 
dies (1 0) on poum résoudre Féquation (9D) pr rapport i p^ et la 
matin sous la fimne 



(») 



r, = f('. 



.«..is. ••-.J'J. 
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b fcndioii /étant régiAière poar f^, «f , p^ et ahm ré^natioii (9tf) 
admettra, d'après le théerème de Caiidij, «ne intégrale et mm Micir» 
boiomoriilie dans le domaine dn point x% «S, •.•9 a^f qui pour 
«I =5 x{ se réduise i • (xj, x^ «,, •••, «.)• Cette intégrale sera 
néeessairemsnt • (X|, x^, •.., «;,). Donc» dans es eas, Vinléiprale 4» 
ert donnée par le Hiéorème de Ciudi;. 

Si (P|X <tatl nul, on dierdierait un autre élémenl de Fintégrale 
pour lequel Pg ne s'annulerait pu et, si on peut en trouver un, on 
pourra nisonner sur cdui-li somme sur le préeédent et, psr eonsé*. 
qusnt, démontrer la proposition précédente. La méthode ne tomberait 
en début que si tous les éléments de llntégrale ^ annulaient Pg, 
cTesl^è-dire si rintégmle ♦ mtisAiissit i Téquation aui dérivées 
parlisiles P| as 0. Msis alon, si on psut trouver une dérivée P| telle 
que ^ ne sathiiiMse pas à Téquation P| a: 0, on prsndra un élément 
de * pour lequel <PÎ^ eoit dUEirsnt do 0^ et en raisonnant aves mi 
somme nous Tavons Ikit avec «i, on pr o u ver a que # est dsnné par 
le théorème de Cauchy. 

On voit done que la démonstration précédente ne tombe rMlemetil 
en défmU que si la fNiction • satisbit à In /Ms aux n éq ua tion s sus 
défivéss partielles 

P| = 0, Pg = 0, ...» P. = 0. 

Dérivons Féqualion (90) par rapport à X| : on aura une équation 



Xi -•• ZPi ^ P| 



'P, 



àx, 



••• 



''•^-* 



à laquelle devra vatisfidrs la Umdkm % puiaqu^dlo mtiafidt à Téqua* 
lion (90)« D*ailleors» si ♦ mtislUt aux équations P^.s 0, ostto 
équation ae réduira à 

Donc, si la fMction^mtisflut aux équations F = et P^ssO^ elle 
satisfkit au système dss Su -«- 1 équations aux dérivéss partiollsa 
du prtnusr ordre suivant : 



w 






X 



I tQvximn AUX Dtaivtiot MMinxn. 

>ut «liroiu qu'âne inUgn!* ♦ (x, a-, ... »^ 

it ^lutioiu (M) Mt une iiif^fMl» aingtiiitr^ 



is a«OH spéciflA que mus m coMÎdMMi 
: 0, indéecm^otmVe. ar, dant d'avIrM eu, 
<IÎK lenil sujet è MUlisa. Ainai, «ne équalion 

rs=(HrssO. 

itp, 
ignh <if r^ulMi F s 0, c*Mt-*-dii« H =: 0^ 

Irîvtei |Mrtiell<>i n'iMail pu mite «ou» AtntM 
mi anïvrr qu'il esùt» d^ liiUxnlM tdlea qiw 
wne d'être holomorph# itanii le vaiNÎiw^ i» 
rjle. Nous en verront dM tumple» plua loin. 
U&t, DiMiK fluppfwci-un*, dan* la racheKbr (4m 
[u» l'équation a Mi niiae «ou» fonne tnlière. 

n# inlqiralo Aon êiK^ulUft- d'une^uation anx 
prvtnw nnlm, it y a toujours une iatinîlé 
èni« ^ualion initninient voiiintsa de l'inliïgnle 



"t* —, ».> Pt, P, f.> -0 

Fil ptrtiftIeH «t : -.s ^ (x,, x , fr.) UM 

itre de celle équation, t'renons un éL^neat 

pi de cette iiitéicnil* puur lequel P, m aoit 



une fiwclion ^ (r„ x^ „., x„ «,, a^ ..., «,) 
r, et de r paramètres a,, «,, .... a,, dé\-clup- 

|K>înt xj, x\, ..., xS, a^, «J, ..., «?( et m 
..., icO f^' "t — ***! *•■* «r = «?• H est litdte 
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deeofutruire qm UUe toneikm^ il tuffil poor oeU d*9iovÊ»kf nndéve- 
loppenentoonfergent quelconque qui t'annule ponrai =5 af» VmfiH 
le théoféme de Giodiy, fl existe une intésrnile V dépendant des para- 
métrés «19 «^.••,0^ bdemorphe an foisinagedn point x% «{, •••# ^t 
m% ...f mfp et qui se réduit à ^ (x,, ..«, jt., «i, •••, c^) pourâtisx}. 
CsCle intégrée se riduira manifestement à # (x^f x^ •••, «.) pour 
«1 =s a], ••., e^ = «^ et, puisqu'elle ert bolomerphe, on pourra 
déterminer nn nombre positif p tel que, pour toutes les mleurs de 
•1» n^t •••, m^ telles que 

|n<-«;|<p, 
enaU 

|*-V|<a, 

pour les valeurs de aC|t x,, ...9 «. suffisamment foiaines de.x% 
•••, xf 9 « étant un nombre donné à l'avanoe : c'est ce que nous 
exprimons en disant que l'intégrale V est infiniment veistiie de ^. 
Getle propriété appartient à toutes les intégrales non singuliêrm; 
done, si une intégrale est telle qu'il n'existe pas d'intégrale infini- 
ment foisine d'elle, cette intégrale sera nécessairement singulière. 



\ 



16. Dans certaines questions sur les équations aux dérirées 
partielles du premier ordre, en particulier dans les méthodes de 
Jaoobi, il y a souvent avantage i ce que ces équations ne contiennent 
pas «xpUdlement la fonction inconnue, mais seulement ses dérivées. 
Voici l'artifice qu'on emploie pour la faire disparaître. 

Soit Péquation du premier onire 



(M) 



' (*tt *t» •••> ^t •» Po •••f Pti ^ 0; 



trouter une intégrale de cette équation, cela rerient. à trouver une 
fonction Y (h^^f •••$ x.) telle que bi fonction s définie par h relation 



(23) 



V (s, Xj, x^, .... x^)ssO 



sa tisf a sse 4 Téquation (9S)» Las d éri vé es partieUeo de s ssnmt alera 
do nn ées par les formules 



£V 



éV 



ftssO, (I si, S, .•.,»), 



«OATMM iUX Dtento FAmiUAIt. 






«qvrtÎM (34); M «oit qiM réf wUm T es • 
I r^qitttîoD (SS); BMib rian m pmm qiw 
(•HlM Iw inUgnlM à» l'équation (K),<w 
« la lonctioD T MlIaftiiiK identtqiiemtnt à 
iu*ell« «érin« eette ^uitton pour touica \m 
, X, li£e« pur la rebtioo (33). Noua altMU 
|we ce pronklé nou* donne toutM le* inU- 
i(99), maîa il ne noua donne pas an générai 
ei. En vnrtu riu tbterinia démontré dana 
in «inguli^re appartient à une Ciotille d'int^ 
qui peut dépendre d'autant de param^res 
, aa particulier à une famille dépendant 



(34) detn être vérifUe quel que aoit la 
Miipta de la relation précédante et, conme 
ntient pas a, il est clair qu'elle devra être 

«t use intésrale da l'^uafion (34), il en 
1, où U est une eonitante qucloonque, de 
de r^quatiun (33) obtenue de cette Toi-on 
ipriae dans unis intégrale dépendant d'un 

V ••■ C = 0. 
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CHAPITRE U 



tquatiMs Uateiras. Systèmet oonvlett. 






17. DiM rétnde dat ëfuatkms aux dériién ptrlidles» oq a Mulottt 
en vue d# nawoer leur ioté^ratioa i rinlégratioa d*OQ syatème 
iTéquatioDS dUEireotidles ordinaires. Le proUèmey ainsi posé, est 
eomplèteinenl réaditt ponr les équations du pfemier Ofdrs dont nous 
allons nous oeenper. Nous eonimeneerons par les équations linéalrss^ 
dont la théorie est plus simple. Cette théorie est dos* dans sss tndts 
essentieis, à LagnugeO); «Uo a été complétée par Ganehy (•) et par 
JaeobiO. 

CsnridéroM d'abord Féquation linéairs et homogène euivanle 



<i) 



X *f U.X. ^f 



••• 



*^^=^ 



entra la fcnction inconnue f et les n variables m^^ m^ •••» m^ Lm 
quantités X^ X,, —, X» sont des fSmdions dm seidm variaUse 
^9 9» •••» ^ Uintégralion de réquatioo (1) en llni^graiion dn 
ejstéiiie d'éqnationa diUtrentidles snifant : 



<S) 



••• 






S^K^Uvn ^^nn VnB^pvn 

F («p Xg» •••9 op,) ss C 



• 






^^^ri^^^SA ^M^^Mrf^^MM. Ë.Mt^^M ^^^ ^Ê t^^^^M ifl^B ^^^ÊÊ^^^L. 






r«t»,Bii?; 



.T. 



3D LIÇOK» MIR LU ÉQUATIUNI AUI OCtUVAU PARTIELLU. 
uneiatégnl* pmnièf«d« «yhtènw )<>;)« iIk qvePeit «m inUfnU 
de l'^uilion {Ij. La diffiérmtûtiun del'MiiulkMi P=.C aMudMiM 

«t, fn rempU^nt </x,, .... <fx. |«r les qyanlilÂ proporlionaeltea 
X„ ..., X, lirée* dt« équations ('i), m arrive i la relalioii 






• X, 



qui doit. tire iiérifM« quand on v remptate r,, e,. ..., :r. par un 
svalMon quelconque d'tnt^rales des équations (>). Haû puiaqu'nn 
peut choisir arbitrairement le« valeurs inilialea de toutes le* varinblea, 
l'équation pirécédeote doit être «ériliée idirnliqufment et F eal uim 
inUgralede IV-quation (l>. 

Réviproquemenl, SMt f une inti^nle de l'équalion (1), f =^ C Ml 
«ne intégrale du ttystémc ('2). En efr«l, ou ii idetliqufmnH 






dx. 



on a«ra dwie, pour un tjDlème quelconque d'intégraleti des équa< 
liona (2). 






àr. 



dx, + ... 



■- Ja = 0, 



Deac, paur loulea cea intégrités, en « 

t(-«i.* ,*.) = 

c'est-à-dire qui ^ = C est une mlfignl* du arslême (S). 

D'autre part, noient /*,, /*„ ..., /V k iab^nte» de l'âqiialioa (1); 
n (^p A. ••■( A) "*'* 3"*^ une int^rale de cette mène équalioB, 
n déiiiynaat une fonction aKsotumeiit arbitraire. Ed vff«t, on a 



« 



(•■=1.5, 



^?*....X«=0. 



■ *); 
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« 

iie. 



ceqws'éeiil 



X. 



àx. 









Cad BOUS moaire que ti /„ f^p ...y /l»i noai {n — 1) tolé gn lM 
Atllfietef de réfoalioa (l), on aura une inUgrale 

dépendani d*ttne fonction arbitraire de n — 1 variablet, el qui a, par 
conaéqnent» k uidme degré de généralité que i'inlégrale générale de 
l'équation (1). D est d'ailleurs aisé de montrer directement que Ton 
obtient aimi leiitse lee inlégralee de cette équation. En eflM, esil F 
une intégrale quelconque de Téquation (IX on aura 



7Z 



On a #aillMn I« (n -^ 1) rdalioM 



Hi 



àfi 



».^.*^.^ 



*A_ 






=«1 



(tssi,S,..^fs — 1); 

puiaque les quantités X|, X^ •••, X^ ne eont pas 
proues que le déterminant fonctionnel de F^ /^p •«•, /!» 



nulles, eed 
I par rappori 



neaiste 

•••f A— i 



P y» At A» *'*» A-i) ^-^ A 

D («If «if —f ^ 
une rslation identique entre les n fondions F» f^ f^ 

♦(FfA»/i-..r—i) = Of 
éfidsmmsnt F puisque tes fonctions ^t /^ •••• /L«i sont 



«!•{ 



CHtf« B» «^ ÉQUâlIOM UlrtAIMBi. SltTftlUBI OOmJElB. 



riSsCgt t^ssC^, •••, fi^asQ. 



«iirialégrale §iménim ie o tiitfiat» Kotégiito fiaéniig dt Tiipim- 

▼ s» ♦ (Mit Mgf •••f MfJ^ 



♦ «mH im iMdiM âbMhuDMit «fUliiim. Plur Mite d id) fa 
ivfaKén 

ilMMr» l#iilet U$ intégratêê non timouiMi dt VéquaUm^ (3). 

NoiM allottt doooar <• €6 IhéortoM «lat démottslfitm 
TmiI wfiiai i oMNitrer f m, a dm m uAégnX&^ dBtUoetot de Péqva* 
tioA (S) «g, «!,« «^.y is 0û iwiplaM s per «m ioUgiak de TéqMh 
tioa ^ <ee faa c tio oi Hgy u^ •••« ^i defitadronâ certiife fenrti— ■ 
de dB^9 ae^ •••9 op^ liées eatre ellee per oae relalkNi îdentiqiie. leufi- 
MM qM celle eubelilnliM ail été fUte^ el cdcalcM ledétenniMal 
MMnoBMi A de ii|f Mgf ••*! ii^ per nppefi 4 9^^ 0^ «««^ jr|,| es y 
f cemme «m imelioB de x,, —, ««. Oo aura : 






au. 






p» - 



Pv - 















'••♦ 






M 4Mi ^MMf flB 4éMltppi>ty 

^ ^ P («I* «ib» «♦♦f «J ,y P («If ^^f »'«» «»«) 

P (*» *^ •••» *0 iS{ P («If •••# «l-lf »» *♦!» •••» «0 



P. 



^"« . t» ^«1 



^•. 



P. 



(< 



••• 



P. 



<»«. 









m Lsçom Mm uft AQUAimts aux ■ 

«t, MrëHilnate8afiUenlil«t|iarnippMtèP(, P^ — » Pm H mi «■ 

lire 

H - P. 



D(«i 



-■O 



■ )(»..«. «.r 

Û(v,,«^, ...,aj D(x ,«i_i.c,ai^ s,) 

(<=1,»,...,.X 

•B dé«]piant par X la i^Unr eanmtaie de «s rapporta. Il en réaaile 
que l'on a 



=i'«- 



§'■ 



Si s aalliCùt à l*^qaatioa (3), m «vit qoa A aéra ■«), i mains 91» M 
na aaîl nul aiuaî. Donc, toulca les inUfcralea a qnl ■'anaulefit pat H 
suul Mlea que, ai on lea avbatitua daiio «,, u^ ..., «.. Ita foncliona 
ainsi oùbmim wnl lïtei par une relation. Toute* ces inUftnIes aant 
donc foiiinies par la laUtion 

♦ («„!•,, ...,mJ=:0. 
Examinons maintenant li M peut élra ■■!. Soit 

une relation déAnissant une intégrait da l'équalioa 0^ «t aail 
't> '!• •••» *■• ** "" "y**^*>t* *!* vaicura aalisfaiaaut i cetla reUttoa 
et telle* que tout les ooeflU-ienU P^, ..., P„ R aoieni hotomurphec 
■ans «tre loua nuls; supponoru, par eiemple, que (P,), sott ditTèrent 
de léro. On aura totgoura, comme nous l'avons vu, 



P, 



_ „ D(«..*S»--.«0 



D (*> ^„ 



.aO 



Nous pouiTMU alora, pour les valeurs de r, x,, at„ ..., s, situées 
d^na le nuainafe de a*, sj, ..., xi, résoudre l'Aquation f5) par 

lapportàj^: 

p, 3- +..-•»- p, - — t-n-r- 

et le théorème de Caodij nous apprend que eelte équation (5)' a dmet 
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«M telbiilé d*ioUgral€# hokmiorpliM dans k domaine du poinl 
«If •••! «Si «*• On pent toiqourt Mppoaer qiM Vmk a pria pour 
«if •••! ^ te inlésraltts aalisfiiiaanl i ealte eondiUM; b détonninaat 

P K» <>r -*» <o 

walera fini cCy aonuM par hypothèaa P| €tt diSfranl da 0^ on en 
coMloIque II ne peut èlro nul. La nJaonMoient ne serait en déTant 
qoe dans les deux caa auiianta : 

!• ffO exiatait une intégrale lelle fue» poor lent afitènie de taleur» 
^f ^f •••$ ^ vMliant la relation 

V (t, «„ ..., m^szO, 
en ait 

P^ s ... =s P. 3 R s 0. 

Dana es cas, lea eoefiieienla P^ R aéraient diviaiblea par un faeieur 
commun, et il eat clair qu'en égalant ce fiieteur à léro, on aurait uoé 
tnt^rale de l'équation (3). 
9p U en aérait encore de même ai Tintégiile définie par la relation 

^ (». *»» «M ••♦» ^ SS 

éUH ldl«qiM, pour ioates tei valcan de t, <B,/...t «• aalMCiittal i 
celte nUtioa, «a wrlaia nombie 4» coeflkicato P„ P,, ..., P^ M 
etMeat ^^étn hokwiorphe*. Ce eu peat ellèdheaieal se ftitemÊtr; 
praaow, fw-eumplef réqoalioo 

(A) p(»« + V— I) -I- f («y -I- ^r^ k'x»-».»« + ««— 1) =s 0. 
L'éqmiM (M ¥ ert : 



av 



rfV 



«I «II* adaiÉt pour iol^nle giaénle 



=♦(^1 






Vm nrtn eMé, PApatiou (A) kdmet l'iotégnle 

s l^i — *• — "îp. 



,*' 



par ta wfaUiM V =^ 0, qiwna ^«e MÎt la 
■t Iwai ifÊÊ, u fowiMfe de IomIm 1« vakvn 
nt i ta rdatioo 

"ï + y! + •• — *— Oi 

lalÎMi (A) M Mml p» réfttUen. 

et qa« notu venoiii île Un nir le* d^intioM 
nioatrer comaant on fonm délanaiaer ta 
le façon qoe l'iBtégnta ntiabne k t 



t InwvM uM iot^grata 

•(•«».»• «J^ft 

teédeni* Hait vérlfUe îdanliqueMaat ^uand an 
les s, ar,, ..., z^ deux ntations quekuoquca 

... *J «0^ f (!, »„ ..., x.ï = tt. 

permettent d'eipriawr lea quantité ;, x„ a-,, 
n — 1) variables aiUlrairti !„(«,. ..,<.-■ par 

ne 

. «• «.-0. 

t s Mlnfaïaant 4 ta cnnditioB énoncée, ecta 
r une fonction ^ telle que, ■ «!, «^ ..,, iC 
I de („ r,, ..., e._i que l'on déduit de «,« «,, 
t M, «,, x„ ...( ae, par •, %„ 9,, .•.* «^ «n ait 

♦(»;,«;, ....m;) sso. 

, ..., (..I entre lea n retatioiit 
1»; = u, (». » «.), 



H:=ti.(M....^O> 



• •••' 
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- Èq/OATwsm ustààuim. intitM» 

n «tH;, .-.,<) as 0; 
6i, fut Mite, VéffÊkÛMk 

dMMim rint^gnle cherdiée. 

New voyons que eette mëthoile nom pemeltni, en partieiilierf de 
timifer Pint^grale de Caochy qoi, pour 

X| SX x{ ee fédttit à s =s ç (x,, •.., «J. 

Ment ponvrae, d*aillenri, lériSer • poêierlêH qoe Pinl^gnile einei 
obtenue etl holomorplie: En eOM, ti Pg eti diflhnni de ei ai 
P| f I\t •••9 IV» R *M^ holemorplMo, on pourra, dene te lofaiinefe 
d'un poinl a^, ...y atf , ^, mettre Pinlëgrate générate du tjiihna 



lfX| 



••• 



4JB. dt 



•MM la ferait 



C;aB«^H-(«,— «OA••*- 



«I, pnr mUc, «I voit f M k rdalioa 



••• 



Os 



a -1- (oPi — â^) B -h ... 

fcumira une intente aaliafaiaanl à h eondilien dannia el hotemorphe 
eu voiainage du point x% x% ...» «f • 

20. On peut donner de le mélliode qui a ëM auifte une intorpié» 
telion féomélrique daoa te eaa de troia variabtea. Gonaidérotta une 
dquilten linéaire i deux fariablea indépendantea « et y 






\ 



*<^À 



w 



Pjl^QfaBR, 




I pour vqiutioa 

= l.(X-.) + »(ï-»), 

(6) «sprime que o« pi» omImbI U inltti D. 
t»fi(ei U» lurfaeet inlégrgle$ qui pmtêent 

reifHice, lé» ptam t«nçmtU n» e» point à 
tê par la dnité U relatif ù c« peint. 
irhe etwactJrUtiqHe use «ourfae IdW qu'ea 
lie «Ht taugeote 'i U druile O rebtiTC i t» ■ 
ttt déllnilioii que Icf conrbm caracUtwtîqiM* 
lutiou diflvreatwilas 

ix rfy _ <'« 

> ~ Q — R ■ 

to e«t Ml géDénI eompl^leuMiit MUmiiaAt 
« Ks poinb, c'eal-à^tra Im niflura iailialet 
EM-ment donc tme uongnwiMe. Soient 

.«) = •. * («. ».«) = * 
iiRTuCTtoe, 06 a el b désignent dei piremUm 
;ui s'ultliendnÙHit pur rin(^)tnilion du sy*- 
Bii;;eiidr«c par les '»url>es de la eongruriMe, 
t toHt i fût arlntraire, ett une int%nle de 
leot, car par tout point d'une tell*! «urface 
k'i«lif|ue C située aur la aurfaiv H, par suite, 
int canlieni la tingente k C e'es(-A-dire la 
Mnt. Tléciproqueinent, si S e:it une surface 
inlinltA de oMirbes carjdéii^tiqtm siluées 
ent en un point qNelcon*|u« M canli«iil la 
; par suite, en cliaque graint de S, la droite U 
it eat tanjfimle à U surlacs, et on pourra 
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L 



trouvar uim inûmlé de ooiirbes tnoées sur la surface et tangentes en 
chaenn de leurs pointa i ta dnrfte D eorrespondante. Ceci nous 
montre fféùmétrifuement que tontes tas surtaoes inlégnles s*obtien* 
dront en Kant tas paramélm a el k |Mr une retalion absolument 
arbitraire 9 (a, b) = 0, cTest-à-dire que f (ic, r) =: donne tontes 
les siuikees intégrales de réquation (3>. Il y aurait cependant une 
eieeption si ta surboe considérée satisfaisait aux trota équattans 
PssOy QssO, RssO, car, dans es cas, i tout point x, y, s qui 
annuta P, Q, R, il ne correspond plus, en féaU;é, de droite D, cette 
droite est indéierminée. 

Ainsi nous venons de v^nr que toutes les surfaces int^rales d*une 
équation linéaire aux dérivées partidlet du premier ordre sont les 
surfimss d'une certaine congruence de* courbes. Réciproquement, 
étant donnée une congruence quelconque, toutes les surfaces de 
cette congruence aatii^ibnt à une certaine équation linéaire du premier 
ordre. En effet» sotant 

« («» If » ») = «f t^ («f If > s) as b 

les équattana de ta congruence* Une surfbee qudconque de ta 
gruence aura une équation de ta fbrme 



(A) 



f(«»«)sO, 



où f désigne «ne fimcUoa aluoliinieat arbilnifs. Je dis inie s, 
dévée CMuoie une fondioo de s et de y, définie par Téqnatioa {k^ 
Mlirrfhil à une équatitm linéaire dv premier entre; en ann, tm eïbt, 
ponr cette fbnctioa e. 



Jy /au 



au 
àt 
eu 
3F« 



) 



êv \àx 



êv \ 



iv 
à9 



0, 

0; 



comme on ne peut pas avoir simultanément ^ ss (L ^ ss Ol 



tî^ 



utm^mmm 



1*1 Ut 



m 



tigMlén i II |i^ S 



CtHoli 






^i 



4i> LEço-^w sm un ioiMiWM aux sfenrin 

qiM f soit iadépendaat de «i «I dk tr, il bat 
dMaraûnaat «livaat aoit ■«! : 



êx 
eu 

ày 



szP* 



à» 
eu 
àt 



4m 

il 



à9 



0, 



ce qui s écrit : 



' 



D(*.») !>(«.»)' »(*•»)* 



= 0. 



ExBMMJEi. — i* Toutes les droites psrmllèles à une dmile Jeuuée 
formeiit une conifruence dont les équations sont 

( M ss e« — ns :=: «9 
{ V sssey — bs s 9, 

Bf ft, e étant les paramètres directeurs de la droite donnée. On en 

conclut que tous les cylindres dont les généntriees sont parnlWes 

à la droite 

»^_y t 

satisfMit i réquation 

De méioei toutes les drsites qui passent par un peint flio m^ y^ i^ 
fument une coo(nienco dont les équations sont 



b 



s — f- 



X 

z 






» — y* 



= a» 



= >. 



D*où il résulte que tous les côues ayant pour sommet le point »^f y^^ s« 
satisfont à l'équation 

f^ Toutes Iss surCMss qui coupent ortbofonalenient la fbmille de 

f(«iyi») = «f 



1 
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àf èf if 



liM cmctéristioMS do cette ëoiialkNi moI 
dUlHwotifili» 






dx ^^dy ^ d% 

àx êy àt 

Ce fOQl donc les Injedoires orthogonalet de k Cunilte de 
^^= •; réeulUt éndenl • priori. 
9» Chcrdioiis ko Khtioos que doifeal ipériter P» Q, R pour 

UM ëfuatioQ MliefiiMuil i eelte coodilioiL FoeoM, pour obréfVi 



^.^-i 



•ss 



f V:s 



^pt^Qt^Rt >/P«4-Q'-»-R* 



f «o: 



KP + V-ê-K* 



de teDé fiiçou qu'eu ail 



n^ + •■ •♦• ui^ =s il 



L'équatiou di o ffd ié e preudim la fimne 

SoHy alofi, m un point de eooidonnéee «, y» e el D h droite 
pondante dont lot cooinus dirwteure eeraul éndemnent Up Vp w» 
Pour que loo eartetirittiquoa aoient des droites, il fiuil qu'en un 
point foisin m* pris sur la caractéristique, n, v, io soient les 
flfculdoncqnoronait 

dussXip dusO^ itiesOg 

de valeurs de c, y, a 

dx dy de 



J 






CRAP. n. — tQUATIONS UK<AIIIIfiB. SYlTfilm OOMPUCIt. 4S 

n M rétttlle qm les eanielériftiqiiês de rêqualkm 



^1 
'ai 






seront dee droitefi. Si nom noue feporlonsaQxcondiisiottf du deuxième 
exemple, noue vojons que eet caractérieliqueft tont les tnyectoîres 
ertbogonalee de h bmille de snrfooes 

et puisque les esrncléristiqnes sont des droites, on en eondui que le 
Aunille ss • est une ftmille de surliMses parmttèleê. 

21* On rencontre souvent dans des proUèmes de ftéométrio dee 
équations du premier ordre qui se décomposent en plusieurs équa- 
tions linéaires. Ainsi, par exemple, cherrhons Téquation aux dérivâcs 
^rtielles des surfaces qui coupent ortliogonaleosent la Aunille de 
suriacss 



(A) 



/(x,y.s,«)sO, 



dont NquatiM eoatieat 1* pMuitln arbilniiri • an àegti m. Pm» 
avoir eelle 4qaaUon, il budra MmiiMr • «otra fjqualioB (A) ot 
réquallon 



0») 

Boa 



f (».yf«tF,«)=fO 



l'éqiMtioD aiati ditonuo; jo dis que f «at le produit «2e m tocleun 
lioéoiras par rapport i p et 9. En elM, en m point quetoonque de 
l'eopoee a^ y^ ^ poaaent m ourikces de la bmille (A) eorreupon- 
daat aux valenn du paramètre a racinoe de l'équatioa 

Soient ONg, 0K„ o.., ON.1 les normales i cas m siirbcss au 
point {x^ y«, s^), ii«, r^ lo^; «„ r„ w^; ...; m., r., io„ leurs 
cosinus diiectsurie Toute suriaes orthogonale à une des surfaces de 
la bmillct m 0» devra être tangente i Fune des droites ONp OK,t 









•^ 

S 




> *■. 






• '»i 



' e 



'i I 

.4 



>■ 



^ 
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n mriaUcs. Kout dirons qu'un sjstème de valeurs »\f sjt •••» 9i^ des 
fnriablss «1» â^» ...tVii sont ks coordonnées d*unpoifildsQsr«qMee 
à ndimênêiûnê. Noos désignerons sous le nom de cseurbe FenssBible 
des points don! les eoordonnées sont des f onctio n s d'nne ssnle 
vurisUe, el nous sppellcrons iurfkeê reneemUe des peiale dsnl Iss 
setistont à une ssule lelstisa 



GsBsidiiens elofs réouslion 



-*'*-^-""* 



•i P,, ..., P|« R wo$l (bnetMMis de M,f ...» «^ s. 8oil 

V (», «I, a^ ..., aO *= • ,._ 

une rdstion déSnisssnt lui^ intégnde. Nons eppsilsws 
int^pnde le snrfimTdéenie per cette relation. New asons 
en considère le sjstèsM d'équations dilRIrentieUes snbanl 

4X| ^^ ^^ dx^ ^^ dz 



m qns» si 



«si 



«|^C|f •»!— ^f 



•••1 



M,tsC, 



(Q 



«t naUgnàe ftaénle de ce tpUme, riaUgrale fénérale de Téq w 
lioa piepoeie eei* définie per la idalioa 

♦ (u„ «„ ..., «O » <>» 

eà 4> désigne une Ibndioo arbitraire. 

Lee équations (Ç) définissent une courbe dans respace i n -f- 1 
dimensions; c^est cKte courbe que nous appdierons courbe enracf^ 
risCJTM^, et on voit que la surbce intégrale la plus générale sTebtient 
en associant auivant une loi arbitraire les courbes caractéristiques. On 
verra d'ailleurs aisénient que, réciproquement, ai en considère dane 
respnee à t» «t* 1 dimensions nne Aunille de csubcs dépendant de 

les 









■ 1 

■ m 

■■■à 



t 



\ 



\ 
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^^ SoppttMM f > n. Si pami lat f 4q[iMtkMtt il y €A a t» iad^ 
fHiâuàm, le qftlème a'éiini Md&mwÊÊÊA qne b iololiM 



c'crt^-difi 



/(«If «w -f *-) = CMMiapte. 



S le ejBtèoie propœè eontient moiiu de m équations iadépen- 
dmfesy on poum le remplacer par un sjrstème de t»' éqMlioiia 
(n' «< n)f équifaleal au premier et c o m p oe é d'ëqualiow indépeu 
danlei. 

9* Suppotem q^^nét sappeeene, de plue, ee qu'on peut toiyonn 
furet let éqnatione indépendantea. Noua alloua menirer qu*en peut 
CMVier de noufdlea ëquationa lin^irea qui defronl dira aaliahilea 
par foutea lea aoluliona des êr|uationa (iO). En eOM, eait / une inU» 
gnde déa équaliona (iO), on aura 



elpareuile 






f aaliafiût done à Féqualion 



(18) 



XiP»(/)i-3?»[X4(r)i=«. 



Celte équation (1S) eal eneora lindaira et du 
efltty il ealCMlle de vériiier que toutea lea dérivdee 
de /diaparaiaaeat dans le premier aaemlire. 

LeeeeOcientdel^eel 



prenuer onwe» ISn 
du açeanu erara 



«i«S~«S«&sO^ 



«Icdoide 



éstéXf 



«t 



«i«* ^ «;«• . 4aî . «»«< s 0. 



J 



<■ ligna mm lb (wuiMw ui XaiMo rumuja. 
iraOtoiin, U aodloi<M cb ^ M 



...-rf^ = X,(0-X.(0. 



L'iqiMlÎMl (19) peut donc t'éerin mm la renne 

(«y X, tX. (OJ - X. pt, (ffl = 21 X, (*•) - X. (ii) I ^ = ». 

InagiMiu qM l'on «il fomié hMlM lc« Jqwition, taHcs qw 
rdqiuUoa (1S), qw ro* obtienl m oicabiaiiit Aemx qiwfamii|M« dM 
équlitas <10); Ma éqiutîoiM atlncUnint loalM In iatémlM ilu 
*T8ttme (10). Diïsiyiioiu par 



x,*.<0=o. x,*,V) = o. 



X,^(OsO, 



loulea celle* de cea lUNitellM iqiuUou qui aaat irnUpeiidinlc* «stn 
•llw et qui fonncot ateo les équalioiu (10) un système 



(13) 1,(0=0, .". X,(/)=0. X,+,(0=sO, 



x,*,(n=o. 



d'âqntioas indépewIiBtos. Si f -h s = n, le ■yslAm* (13) et, ^r 
mite, le «jslinu (iO) n'admeUra que U solutioa baiule /'s a SÎ 
f -t- s < n, on poum reoommeMer sur le sjsUroe (13) Iw i^n- 
ttoBS Isiles MIT la sjstine (10), et ainsi de suile. Es oontinuant île 
la aorie, on arrivera floalenent, soit A tin sjathne de n Àfuationa 
indtfpendsBteSi et alors l« sysltote(10) n'adnct<|ue la solution f= C; 
aoil à un ayslèoie de r iqualioa* îndé|ieitdaulfti, où r •< n, et tel qua 
loulea lea eombinaiaoos 

x,[x.(n]-x.ix.(/)] 

wieDt dea fondions linteire* (k X, (/), X, (f), .,., X, (^ Dnna in 
■econd tM, noiu a«roQa nrrivéa i un tystènie tel qu« )'a|j|)lic«|ion <le 
la mélliode prMdenta ne donne aucune «qualion nouvelle. Un tel 
ajalème a eu appeM par Clebach fthue complel. 
Nous wyone, m risumd, "l«n !• '«k«n*e dis inU|cales d-nn 



-1 



«yilèmtt da k fbfVM (10) te 
d'oD tfilteM oonplat 



tffriiiis ooxruEn. 40 
à h redieftlit des inl^frilti 



9S. Lft Ibéorie des ^ytlèiaM conplaU npota Mr lot propriéUi 
tttivaaiat. i* Soit, 



(i«) 



x.(0«o» 3[.(0=0, .... XCOsO 



m •jtttiM eonpiet. Si oa bit nn chantement é» vuiMi» iétiml pu 
tenhlioM 



(A) 



^ — fi (»!» y.* -f y«)» (* = If «f -M »)• 



r&aoliiblet pir npport aux iioafeiles TirûiUet y|« y,» •••9 f^ la 
tysIèoM (14) teim remplacé pour ao nouveau aystèoM qui aéra awai 
eaoïplet. Ea affeC^ 00 pourra eoaakiérar inversement ]f|, y^» ••., y« 
eomme des Codions de X|, x,, •••« ob^ : 

y» = ti (*if ^f •••f «Oi (* =* ^f 8» •••» *)• 

Ramplaçana dana /*, «g, n^ ••.» c^ en fMelion de |f|, y^i ••», y«9 






•f* ••• 






*r 



pnia, porlona dana X (/) ces ezpreatioQa dea quantiléa ^ el aubali* 

tnana à «|« «^ ...^ x^ lea variaMea y^ y^ •••^ y«. On aura nn 
idanllal de la Ibnne 



t(r)==».^, 



'" * *r 57/ 



oA è|9 ka9 •••» K dèaigneni dea foneliona de yg^ y^t ...y y^ ^esl-4» 
dira que Ton aura identiquement 

en vsrin de la aubalitntian (A), /désignanldana le premier membre 
«ne CNidion de w^^ 9^9 .••$ 9^ et dana le aeoond memhra la mém# 
fMictioB esprimée an aMjen de yg» y,, — » y«« Le diangement de 
variaUea (A) aubatitneni donc an aj^toe (14) le ayslème 

n.i«fMu 4 



^ 



50 uçosit ftun un CocATiom aux ntenrlo pariihx». 

qui Mn» ëvidemnieot, «Mipoté dTégMliMn indâpenduslet. !• 4mi 
i|ue !• f»y»(ème (15) mI on système oonplet En «Oet. on a idÊma-t^ 
quement 

«{u*t q«e «loit f. Donc mi • aoari 

X. IX» (01 == Y. p, (/>! » Y, [Y. (01 
XaX, (ni = Y, [X, (/)J = YJY, (OJ. 
et, par suite, 

X, IX. <m - X* IX, v>i = Y, [\; v» ~ Y* iY| <ni. 

eu vertu de la ralMUtatioa (A). O'aiileun, puisque, par bypolMw, 1* 
sjrslJMM (11) «it complet, on a ideatiquetiient 



X, tx» (01 - x» [X, (/)j = x,x, (/•) + ... ^ i^x, (0. 

Od en eoodul, en faisant le changemeni de variables (A), que Pea a 
aussi 

en ilêsigoaul fmr /.î, X^» •*., îw ce que deviennent #.^» Il,» •••» Â,» 
qiuind on y i>eiiiplaoe x^^ »',, ..., ». en fonction de y,, y^, ..., y.. Le 
système (15) est donc aussi oomplet. 

9* Si on remplace le système (14) par nn système équivalent, le 
uuufcau système sent un système complet. Nous appellerons système 
^filtraient au systc^me (14) un systftine 

(10) Z.(/) = 0. 2,(0 = 0, .-. 2,(0 = 0, 

tel que Ton ait identiquement 

z,r/) = Aîx,(/) + A*x,(o -^ .- -^ a;x,(/\ 

les quantités Al «Unt dos fonctions de a?,, ..., ^ telles que le daer- 
minant 

D := S ± a; AJ ... K 

soil diOVirent de 0. Il est clair qu'invemement 2| (J)f .... 2^ (/> 
sVxpriniemnt linéairement au moyen de Xg ^9 ••-» ^r (f)' La 
difloi^ence 



1 

^ 
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égÊle i une Muime de termes de b liMue 

Af X, [AlXt (01 - AiX» [AJX, V)l = A,% (Ai) X» (0 

- AiX»(A,*)X,CO -»• AÎAt I X| (X^(/)) - 3Ç, (X, (O) j. 

Cette difffareiiee sert donc om fraction linàdre des qosntit^ X, (/X 
••f X^ (/) puisque tontes les diOémiees X« [X* (/)] — X^ (X^ (01 
sont, par bfpothèSê« des fonctions linësires de X|(/), X,(Of •••* X^(A)y 
et, par suite» une fonction linésiic de Z, (/)> 3^ (Dt •••« %. (/)• 

28. STSlAmes Jneobtenn. — Guiisidérons un système oomplel 
de m équations lim^ires à m 4- n inoonniaes. D*après ee que nous 
venons de dire, nous pourrons toiqours te remplacer par .te sjsléaie 
eomptel équivalent, obtenu en lésolvanl ces équations par rapport 

i m des quantilés -r-^ » -— t —t -r — i- — • Nous pourrons 

sup poser qn*oa ait asis un sysliase csmplet sous te forme 



''^«-sr*'!?^;*'! " 






(17) I ^ (0=5;^- + *. 3;r7, + ». J3î;7, "^ «• + ^i 53^7. =0, 



1^.(0 






*r 






0. 



HéM apfelleroas, dorteavut, q^iiM j«e«Uni toal «jiféaM eon|^ 
«■kfitnne(17>. 
Ahm ImiI $ifttèmejaeMên, m « ii(Mf if«eiN«iil .* 



>-X.</> 



X.(X.(r)l-l.IX«r/)]=0. 
■a dM» fvwqne k «jstèoM «t ooMpIcI» <n a 

Le BoalBcifint d* 7^ dans I* aeeoad ■«■bn eat X.; «Mit, qnab «u* 
«abat I al ft, la prMnkr namhra m a a a ii aat aneiia tanaa aa 
ZL» ^...» -X; MdoitdaM«««irX.sBa,al,aaf<a4nl,aadafi» 



.,•«! 



• 'I 



;\ 



.^'r 



s CQCJtTMXt AUX Béin<cs Mitmio. 
U caelBcnt <• ^ (k ;s a) dn« b M 



>., = V, = ...=), = 0. 

RrocUM <■! «pliUa (IS)* ,qw ta OKOeinili t 

t 

' rtwt ayatèiM Miiipl«t Jg m équm U mu A 
Vfiettdmntt» 9dm€t n LUJf/raU» dUtiitettt. 
u complet M nnèoe à sn vjsièmë j i cobi wt , il 
i |»vpOTÎlioB pour UK tyrtènw JHeûibiem. Cibw 
inie (17); l'équation X, (/} s wIomI (| i7) 
raie» ilûliiteta y,, y„ ..., y««a. Soit y^ use 
, X, ilittinclo des pnfcvdtmfaw; prvnoiu y,, y^ 
«fdlM nriaUes. L'équation X, (/) ^ «m 

ion -j— := 0, puisque la Douvrlle &(tulM»i doit 

^ Vu fil •••> y*-*-*' Imafciiwns, de plus, qu'on 

1) équativus natanlM par nppoti à m — 1 

if 
t -p- • Le sfclèa* (17) aéra alors ramplaeé par 

[uîvaleut 

h'- 

y. '*».♦• <»,« 

^.„^^„...^ .. 

ité« «î «ont daa fonrlions de* m»)m variablM 
a elfet, le snlhuu (!*-»} efl romplet CISS>et. 
, àf, àf rfr_ 



On a alort d SB) 



tÀxtAÈBMê. fTfrtiisi oounMn* 



T|(^-YâW) = i), 






Mats <2 est uni quai que toit h; par taitei 

ÏA pnmii&rD daa équations (10) omia montre qiio f no doit paa 
défNindra do |f|t ot oomme cetto tariabla na ùgut^ pm dana laa. 
éqnaliona 

Y,(/)«0, ..-, Y«(0 = 0, 

nons ponîonn en faire abstraction, et nous sommes ramenés & clicrchi*r 
les inléiprales du nouveau système jacoiiien de m — 1 c«|ua(iou4 



Y,</)=0, 



• ••1 



Y.(/)=a 



On rampera de même ce sjslème i un système jacobien do m — 2 
équations à ns •«- n — S variables, et ainsi de suite. Finalement, on 
arrivera i une seule équation linéaire i n <4- i variables, admettant 
les mêmes intégrales que le système proposé. Le théorème étant vrai 
pour m ss 1, il s*eusuit qu'il est général. Nous voyons de plus que 
si f I, f,, —, f s désif^nent n intégrales distinctes des équations (17), 
toiûo autre intignde commune sera de la ibrme 

II désignant une flmction arbitraire. 

I\mr passer du système (17) au aystéme (10), il dut avoir intégré 
Péquation linéaire \^ (/) ss 0^ mif ee qui revient an nrtme, le 
système d*équatiotts diOéreotielleé 



••• 



*J 



••• 



K 



qm se 



réduit à un système de n équations du phemier itirdre. Pour 
du qralèmsr^lfl) au système Jacobien suivant. Il fiuidrsil 
m nouveau système de n équations du premier asdiu^ 



.^ 



«. : 



54 LBÇONS son LBft AWATIO.MS An DtavC»! MimSUJBi.. 

el ainsi d« tuile. En ëéSnitiv^t pour Intégner pir celte mélhoilt le 
système (17), on «irail à intégpner Mccesnifonienl m tjstémeo de 
H éqwktkmê diflterenCidlos du premier ordre, et i Ikire m — f dmn- 
ireinento de variables* 



w 



I. — Les n inléjrnlen dietinde» f|« ttt •••« ^« ^^ 
eyntèfne (il) s^hiC encore disUoeUis «i on lescontidêrp comme fonctions 
dee seules varisbles wc^^.!, «i,4-ff« •••! es^^*». Supposons, en eflei, 
qu'il existe une relation identique de la forme 



♦ i^ï9 »tt •••» *•» fit ft» •••» f •) =<^ 



on aurait alors 



c'est-à-dire 



X» (♦) = 0, 



(h ■= i, 8, .••« m). 

D'ailleurs, puisque f i» 9^, ..., f. sont des intégrales do système (17), 
la ruialion prfirédenie se nkluira à 



— _ u. 



{h =s 1,2, ..., tn); 



4» Mirait donc indépendante de x^% x^ .••« x^ et il y aurait une 
relaltoffi entre les fonctions 9^, ç„ ••., 9,, ce qui n*est pas. 



RKMAnout n. — T>*après ce qui précéda, il est dair que si 
m éc|untions linéaires indépendantes à (m > n) friables admettent 
Il inl^rat^ distinctes, le srstème formé par ces m équations est un 
«y^tème complet. Cir, s'il n'était pas complet, il serait compris dans 
110 0yatènie complet de plus de m équations et, par suite» ne pourrait 
admettre n ini^rales distinctes. 

as. Méthode de Mnjer («>. — La métliode d'inté^nration pi^cé- 
deote exiRO, nous Tarons vu, des calculs asses pénible». Des méthodes 



.1. IM aroeédé employa tel vi lde»m«e a« IraS à calsl Se »a|w; i» mâKbnèit 
* ' ^ti^r^ exfiMét ëaiiâ te clupitrs tuInML 



de es 



CNAP. IL — ÊQirATlOItt U!f£AIRGft« Vf^ftllCS COUPUJB. S3 

pli» niviples oal été lioniiéist pou* CSebach (•)» WeOer (<) aC Bbyer (^). 
Cdle qui «tige le inoii» drinléyrations «$1 doe i llafer; nous soi» 
lionierDiM à calle-tt. 

TirÉORftvc — SotV xf» ar2, •••, jb£^« im $y$iime de valemn des 
wtrifible» jr,, x^, •••, x^^ ^an raiHnage deêq^eUen (et coefficients 
tS âv Myeième (17) sont holomorphes; it Mtite h iniégrmlcê f «, f ,• 
.— , f« «lu eytième jacebicn 



<I7) 






EL 

àx, 



v.^......»; ^r 



(• ss 1i Sy •••9 nî)f 



r=0. 



kolom iorp heê om coiêinage dm point ^t? ^t« •••! aeS^,, «f te nUii^ 
MMl reepectiocment 4 dr« ^ i^ •••, asw 4- • P^Mr 



*• — *!? 



•••f 



■ft^ •>' «*•)§ • 



Ce Ibéortme est vrai duos le ces de m -^ 4, car il ee ràlait i ua 
CM particulier du tMorème de Caucliv; pour monlrer qu*il e^i 
général, il tunira de dérnooIrRr que, s'il est Yrai peur {m -* i) 
équaf ioiis. il est encore Trai pour tu. SuppoMOs doue qu'il eoii vrai 
pour (n» - - 1) equattone. Nous pouvons, sans rc»Creiiidm la généralilA, 
supposer 

«î sss «; =s ... =5 xj^-. = 0* 

L*équation X, (f) = admet les intégrales évidentes x^ x^ •••^ x^ 
et, d*aprtfs le théorème de Ciueliy, elle admettra, en oulrst n inté- 
grales âcl >.it se£i 4> t» •»•! vl 4- •• hoiomorphas au voisinage de r, = or, 
S3 ••• s dB^4^ = Oy el se réduisant respertivemenl i Xm^%^ 



(A) 



Xm-^t ZSl X|,4.| •♦• X,Am4>I 



•••f 



%4-« ^^ '■^^ •♦" 'l Aii^B 



•••• 



«i 



!•) 



t un. 






>*« 



««rvtVi 



ié VIII, isn^ si ae KX. 

iKêili mÊHaeàê i— Ifib t n, 
kXI,«*«aMs. 



t 



I 






.»)« 






■S\ 



■- M 



\ 



Cqo&tikis aux MErnrtn Hitnnui. 
Itri* de la mMUmi, 



!• «|, x'„ ..., x.» pour boutcHm MiUriw. 
t iÏMielioiiMl 

0, OD ea conclut que, n nmnt^ft 4a «, is 0» 
« ^uilion* (A) [Mr nppori i 9^^tt irm*t* 
•Mit la forme 

.(^râ^'i + 'iBia4>* ■*■ •■•» 

.. — aC4.. + «;flu*.+ —; 

ïoa iKitiMiiorpha de »,. ..., Km*» *>t «Mri 
ihe lien imuvHIm vineMes, et invorannent. 
(f)^sO dAviendn, evee le« nouvelle» «ariaUea, 

jH- 



sO; 



a = 9, 3, ..., m), 
'^ ^îL*J + „. + -*£_ ïf^'. 

{h = i,s h). 

I eera reinplacé, avee lee iiourellee variabliie. 



». 



— M 



aULP.U. — tQVàTÈÙ^Iê U3l<AIMi. tUTtlin OOMPLUS. 89 

9!à lat qoftntiUs 4 dMgneol des Ibnctfoiit des ttiilft tiiiibks o^^ 
••., jt^Sm-* (S 97) cty eomiM les IbiieliMt ^ m dèduiteDi de Iboetioiis 
iMlomorplM» ptr les leaks opéialioDt de radditkm et de la mulUpli- 
calioot «Q en conciiil que ces fbaetioos soat r^gvliéfis as fiiJMBate 
dn poinl 

w| «^ Vg «■« ••• ^H» i^^^a «^ V« 



Le IhéoféiM itant suppceé vrai pour (m ~ 1) équations, il «liste um 
sfBCèoM de fi intégrales farftf •••# ?«f r^^lièies au foUnage de x^ 
s: «^ =s ••• =5 «!••-• =s 0, aatisCiisanl aux (m — 1) demièies équa» 
tiens (90) el se léduisani icspectivement i a^^^it •••t ««l^a pour x^ 

Vaiiieuny ce sjiibnie d*int€grales salisiiera ëvidcoinicnl à Téquation 

•r^ S5 Oy puisqu'elles sont indépendantes de 9[. 

Par suite, en remplaçant lea TariaUes x\^ «^ •••, ^^m pv les 
variables «,, x,, ..., âE^i^.., on en eondul que le sjslènie prsposi 
admel le sptème d*inté|rrales 

Çi — *•♦# ••• ^D, -♦• ..., (< SB 1, S, ..•, n), 

holomorplies au voisinaipe dn poinl 



«Pa SS wg SS ••• 



«I M nMulM Ult 

«^ B 0, ..., ai. as 0. 



re^ieettfUBMns n nia^it •••% 



peur «g = 0, 



38. Soient f |, f,, •••, f « les intégrales satistkisant aus eondilions 
précédentes. Mous dirons qu'un tel système d'intégrales lonne un 
système /Smilnmenlsl rsbtif au point 



x,= 



If 



«• = «? 



ff •••§ 



Ai4>«S 



.TÎ4.ip. 



Soit alors ^ (ae^^it «W4.tf •••» i^»4.«) iine fonction q u e t eon q ue» 
Imlemorplie dane le voisinagu du poinl «S^o 'S^^i» •••# '••^•t h 







88 iMçoHM êvn usâ «QOATfom Ain nteivCo pAUnctL». 
tnmMom 

•m iiiie inléfnlè du «ytième (17), Momorpiie an vAMMf» Ai poiiil 



'• = •• î» 



JPm^» — J^m'^m^ 



ti qui, pour 



^1 «— X|9 •••y ât^ — X» 



( 



s 



•e nNliiini à la roncfion 4> (y.^i, ...i x^^»). Oii peut da«e 

h propûailioB auit afiU>« qui e^t une «xtansioD du théorème leëiiAnal da 

Cauehy daiia le caa d'une équation IMaire. 



•^^ 






■■:^.^. 



■ -'■*!>>: 






i''« 






5^. 



%?.<-- - 



'V' î^ 







Wl: 



yi^^ 



^4 



te$«iuelle$ Un coefficieiitt bf wnl Ae/omerpAet» eé # {^m^-u ••.t^4>«) 
ttiif fonction hoiomorphe dt/ns h vownage du point jr.^i :^ gr«^ i, 
•••, JCmHm ^- «rS^-a; '^< éqnnîions (17; admeiient une intégmlt 
commune holomorphe dan$ le domaine du point xj, ..., x^-è-mt ri 
«e reWiiÎMi/i( d «> ('•••l't» •••» x« t-«) pour 



*i — 'it 



JÇ. 1:= 



— x" 



30. Celle propofilioii établie, soit x^, x}, ..., jri^m ^n système de 
valeurs au voisinage desquelles les coefikienti ^^ dans le ^yslème 
romplel (17)« sont liolomorphes. I^'i roélliode de Mayer oour la 
rKhen:he ée% n înli^ralos distinctes f,, ...y f„ qui satisfont & 
l*éooncé du llicorème préoêdent« cimsiste 4 faire le changement de 
variable^k suixiint : 

(A) X, r= *• ■♦• y;, X, = xî •♦- yjy,, ..., x« =s xi -♦ if^y^; 



on aura alors 



(B) 



àf 



'fit 
EL 



V* 



EL 






= »i 



éx. 



La •ulwtittttion directe dM variâUes y,, y,, ..., >j^, jfm^i* •••• '•<«.• 
«ux ««riailhM *^ 4t^, ;ra.»i» — * ««•■•.■» remplaoen !• «yattaie (i7) 



aup. n. — Aquations unLam. vwt tmm omckbib. 
par b «ftiènie éqafar«l«il 



(41) 



Y 






+ 


e' '^ 


4- 

* * A I 


••• 
••• 


4- 






V, 




V. 


m 


""fi'. 






4- 


• ■• 






«Ot 



dans lequel les eoeffideiits cf sool des fimctioiis holonorplies dans 
le Toisinage da système de valeurs 

Kt ^^ ^t» •••♦ y* ^^ ^M* 

ou Sy, a,, ..., d^ suot des quantités arbUfaires, car, queb que soieat 
%• ifaf — » y*% on » toujours, |iour y, = 0, x, =s ;r*, ..., x. t-- ;ri. 
n^aîlleorsy on toîI qu*en vertu des relations (U) fous les eoefli- 
cients ef dans les équations T, (/)» Y, {fu •••f Y« \f) eontienneni en 
fkteur i/|. La substitutioo (A) reouplaeera les n fiMictions ç,, ^ •••{ f , 
par n fonctions 4^|, ^g« ..., ^« holomorpbes au voisinage de 

jfi =ss 0, ^4-1 =s ^«^if •••? ^4-« ■= J^/^»» 

vMfiant les équations (SI) et se réduisant rcspedivenienl à TSm-^u 
^•4-9» •••9 ^4.a pour tfj = 0. La recherche des inléfmles f,, ^g, 
••*, fp rst done ramenée à celle des inl^ptiles i)»|, ^,, ..., ^^ 8oil 
^ une de ces inté|n«les. CTest une intcg^le de Tcqualion Y, </) 3s 
qui se léduit à x^^.» quand on fait y| s 0; or, le théorème de 
Caudij nous apprend que Téquation Y| (/) = admet «ne intégrale 
réjfuVière el une sfifle qui pour y, ssOse réduit à x^^if c'est donc 
«deefsniivmenl ^ Nous concluons de li que, pour trouver les 
f» intégrales 4^1, if^ •••, f « qui aatisfont au système (21) et aux condi* 
tiens énoncées, il sufBra de cheidier fi inh^i^ralesde Téquation unique 
Y| (f)szOm réduisant respeetivement à A14.1» ^^n •••f r-m^^ pour 
3f, s O.Ged revient â dira qu'il sulBn d'intégrer féquation Y«(/)sO 
en, ee qui revient au même, le système d'équations diflervitîellaa 
suivant: 






dx. 



i<^i 



••• sas — ■ ■ ■ • 



'.--». 

..-.j--. 



< 






I tffwnoA AUX iHtHivtca Mmaxa. 
[ni — 1) inUffalet ^vid«ilM 
. |f, = C., .... y. = £U; 
ntéfrcr la «ysidaiti 

'i *" ci 

Vu "•> V« eommt Am f»nmHrtê. Dm», oa 



«jr(t«H< MiNj>i#t de m tffiMHaw^ A (m ■«• ■) 
ife», M ramène â l'intéffrati^H 4'mm êf fitt m * 
mtiflle» Hh pmnW ardn. 

Mttt vArilier direelament i]ue ht n îaUsralm 
ilion V, ij) = 0, qui h tvdutNcat w) iteliw- 
.■ (xntr y, = 0, MUsAmt «uv (m — 1) éfiw- 

n>t*, Mit 

! m ^quiilioa*. (te « kleotiquemeut 

r,(Y,(n) = Y*(Y.<n); 

iM inU^nle qoeleonqua f de l'éqMliM T4 (^ 
itat* M réduit t 

y,Cy,w)=»o, 

ra aiisi>i une iol^rale de la même éq«alion'. 
4>» de V, (/) == qui M njJuit i «a+t ponr 



ion bolmiiorphe de y„ ..., y.* *m*ir •••» su-*» 

iratvun 0, 3„ ..., «_ x£t.| xt^t. D'âpre* 

dire, V^ (f ,) wrt iumî uneiBUsraledel'vqu» 



COAP.U. — iQUATIOXS UKAaIU*. ftYtTftWBi CDHHiD». 

lion Yg (0 s 0. VaHmên on a 



Y.(40«4-l-^Y.(Pa). 



FavoM bit 



PlÛMIiie 4 contient €Q bctoar |f|, cooum 
^[oer plua hast» on a dooe 

Qt daignant «m fcnetion holooiorphe; Y| (^i^) ctt akwB «M inl^srale 
r^iiKèiede féqaatioo Y^(/)ssO qvi •'annale ponr y, = 0. Ifantm 
paH, réilnalion Y. (0 = admet rinlés^rale évidente fssO aatailai^ 
aant à h eonditîon précédente; comme, dViprèe le tliéortme de 
Caodift eette donation ne pent admetline qy*|ine oenfe inl^frale 
Momerplie a'annidant ponr y, s= 0, en a 

ce qni démontra le théorème. 



(i ns Sy 3^ •••f m)p 



W 



Pkntiqnement, toid eomaaent il ùndra appliqn» la 
ter* On eommenoefa nar inléarar le eratème 

d|f| ^^ rfa^^t ^^ ,^ itfliiw»» 

^y^ S5 ' ' - S8 ••• IS - ' f 

1 «i <! 



A./;. 



en en eoneidèra y^ y^f «««y y^ eo ni m e deo panunàlintf aoieni 
•««9 /^ n inl^ginlei distinctes 9nel0onfn€f de ee eyvttee. Lta 

Vw •••t fci» i'it •••# ♦•• 

fepflMnt {m-^^n-- 1) inléirriles disUades de réqnataon Y, </) rs Q. 
Vw snile tente entra intégrale de cette éqnation potirra s'esprimer 
an moyen dm piMdentes et en derra aratr des rahtiena de la fiNrme 

fé (Éf|f Ml» •••? 9m ^♦if •••» ^B^^) ne F^ (y^t •••^ y^^ 4|f •••# 4iX 

(I SI 1, t, ..., n> 

Psnr atsir Im inlégiries f gt é«t f «,. H anfira de eennaUra la RHme 



a SoVATiMts AUX «toifCic» numcuB. 
^r y, ss V, M a» pw faypoUinit, 

u ..-, *•*.) = T, (y„ ..., y« *.♦„ ...,*.*,). 

tenniiw h feactÏM Fj «t mi a Ame 

♦,. .... ^> = A ». y- -. y- ♦,. V -. «• 

tant donrhfeuiM ibUgnl* ^velooiiqae dt Véfè»- 
■'«xpriitMir au nia;«n de 

y*. •". y-. 4 ♦.. 

r y, par 0, et »i+, «,„ |«r +,. .... ^, 

mr trouver kn InUxrahM ^,. $„ ..., f,, il «if- 
(£ le* M iDi^gnle* /*,. /;. .... f„ «lu rfwMdfw ka 

r.(«,y, y.. ♦..♦^ ".»«-> 

,...4^ 

iaUfrer le njslftme (•> 



«luantfU n'est paa wleBtiqBao n at Bulla. E» 
ftl uiw nouvelle ««{tutioD 



caufw n. — > £qdation« LoitAnn. mfibin ooiotm. 

Gattt éi—ti— , Joinle aui préeédenict* permet i» nmfkmt h 
(A) d S4> par le «ystine «qtlivilMl 



(B) 



EL 



- <«, + 8«î) ^, 



àf 
èf 



qtti •il «D qfiliiM jaoolNeo, mmmm ttt dié <• b virUkr» Ui 
cwflk J M fci 4ÊanX boboiorplMt «i toMimna de 



CBTOBSy pour intégrer» le ehangeineût de verhUei Mùieal : 



«i = lfif «i=»lftirâ> «isrlfilff 

^/ 
eafBi de cdeulcr réquatios qui donne ^ dans b 

■jilinia; en tionve 



Il bat <oM inUfrar FéquIieB 



4«« 



* «f»». + 3|fî ••• ViVS 



int rialégiale génénle eet 



C as «♦ - IfîV, — rî — 



ËÎil. 



•I&: 



«fc 



Ne«e avoM ioiinédiatemeat fialégnle {r qoif'pMir yi 
iMail&»t. Ea reiaenlaot wit eaeieme» t«rwblei, 
ie^elène (A>«dnH l'inléflirak 



0, •• 



f =**♦ — *i«. — *î — i<^ 



•» 



^ peVt s «a ss «, --sO aè réduit i «;,. lait f (c).«ae B wi di eB 



IMÇOM Mm US CqOATIOM AUX WRtviB ràwnuAM». 
■loai^tHi doute & rK»uwe; le afaltee <A) HToMltra r'iaUgmIii 

r(*»— »,«,—*; — !*î> 

i, pour «, = x^=x,seO m réduit à /(xj, d os aura ai* 
luirait! génénte d« n •yrtèow. 



■ qaertMMH, il arrive qaoa n'a pM baMm m 
lUgmle (énèrala (Ton «ist^na conpM, malt aaidanMBt d*!»» 
lëgtals particulière. Mijcr a oMMirà mn» te w wwa iw iK* ^«m* 
«te ttit^raU du lytlÂnte (fe^tuttlaiu di/femtlieUo (99) ptrmH 
InwvrcaH Motni iuielnl^raia(lMffyttcMe(!H)rl,/>arswfl«, du 

iUnw (17). Soil. en dTet, /<*„ y,, ..., »., a-.+, jr,+,) um 

i^nte du iijilèmf) (2il) et ^,, 4, 4, Iti ii;»tèiM fiHidamcMial 

niétrtin de (ttl), un aura, eomma va l'a vu plu* luut, 

/-/■(".y.. ■-.»..* .%>• 

lUsolvoM ceU* relation par npport k >(* 

4'« — *i (Vi< y» > y» '^+» -•* S-+» 4m •"> 1^)- 

^ ..., ^ ne Rgurent pas dans l„ ou aura une inUttrale; aï f,, 

■ ^a Aswftt ^'^^ 4|> ^ivoua que ^, aalwbit k l'équatioa V^ (/) 
0» «n tenant mmpte que ^|, ^^ ..., ^, y MtisfonI auaai. On aura 

ï. (W = 5^ ''• (».) + • • + 5^. V. (»i..) = 0, 

Hnnt un des nomhm 1, S, ..., m. Si le seconil luembre d'une dn 

■ rélatioiu n'est pas identiquement nul, il devra contenir effectif*- 
ntt une des quantités ^, .... ^^„ car sans cela il j aiuait une rala- 

o entre les variables indépendantes y , y., x^^^, ..., x_^.^ m 

i est taipo«8ihle. SuppoMuii, par exemple, qu'elle conlienne f„ 
r^aolvona-la par npport à ^ nous en tirerons 

♦. = \ (»,. •-. !/-. »-+i. ..., -r-*., *„ ..., ^ 
Ml devra avoir 

Y. <W = i^_ Y. (».) + ■•• + j^. ». ('.-.) = «. 
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Si la second membro h'chI pas nul identiquement, oo poorra 
résoudre, par exemple, par rapport' i f,, si ainsi de suite; si oo peut 
continuer, ou arrivera finalement à une équation qui donnera ^^ et, 
par suite, en remontant, on aura 4^|, Ç,, ..., 4'«t c'eil-«Hdire qtt*0B 
aura non seulement une intégrale, mais foules les intégrales dn 
sjstime(81). On ne pourra être arrMé dans est opAnitiens qne si on 
trouve uue expressiou 

telle que toutes les quantités 

^itss'l. S, ...» m>, 

soient ideniiquemenl nulles. Mais, dans ce cas, il sulBra de rempla- 
cer dans 0. les quautiléi 4»<«-i« l'f-i-ft • «t t« P*'' <i^ coustantM ariM- 
traires pour avoir une intégrale. 

33. Supposons qu*on counai»ie ;& intégrales «C|, if,, ..., Ufi d*un 
système complet; fai:ions un changement de variables en prenant 
pour nouvelles variables «C|, m,, ..., ii^ et (m -I* n — i») Conctioiis 
MJt^i, •••, «i^4.«.^, formant avec les préeédunles un sysièmo de Ibne* 
lions indépendantes. I^ nouveau système ne contiendra aucune de» 

dérivées — , — -.« •••« ••~puisqu*il devra admettre les % intégrales 



\ 



>* 



àm, «Tis 



<^v. 



«it «Sf •••! ^ ^i" pourra donc considérer ce nouveau système 
comme un s;^tème de tu équations à ( m 4- n — yi) variables ou 
M,, «,, ..., u^ seront des paramètres arbitraires. Il suffira, alor«« 
fiour terminer rintégration du système, l'intégrer un -système de 
(n ^ ji) équations dillerenlielles du premier ordre ou, si Pon vent 
aeulemenl une intégrale de plus, de trouver une intégrale de ce 
uyitléme. 

Étant donné un système de n équations diffe rentielles du premier 
ordrs, appelons ^pémlUm d'ordre n la rechercbe d'une intégrale 
premi èra de ce système. Nous poumms exprimer les résultats 
uMenus sous la forme abrégée suitante : La recherdie de rinlégnde 
générale d*un sysiéfAe complet de m équations è (m 4- n) variabiea 



x< 



4 



■j- 

>i 

'•A 

r 

•'y 



c. 



os txçoM suH UH to/uxnovM &CX vianta ruamuxA. 

iwlApenduitM taigê fot Tarn fiuM wiewniwiHMit < 

d'ordre n, » — 1* ...» S, 1. La nebmch* d'H 

«ci]fa «M ^léntioa d'ordn n. Enfia,- qoand on coaiult |t iBUfralM, 

la RclMrdte d*uM nouvelle inlégrale exige une opératwa «Ter- 

dre (n — {t). 

34. La OHUIioile de Mayer, que aoaa tenoas d'expoeer, ait eartai- 
nemcnt la plus aimple de (oulat les iDétbodea d'îalqpatMm dea 
aystèiues jacohieas; ccpuodaut noum ferons omnaltic eneam la 
mûlboile employée par Jaadii jmhit Irourer «ne inlëgrale d'un 
ayalèoie jacobien. 

Considéroas le sysUme jacobien 






+ ... + H 



-EL 



s=0. 



(17) 

et, en particulier, réqualion 

X.tf) = 0. 

Noua Goonaisaoïu d^i (m — i) inUgralea <rid«ite« de celte «quattaa, 
A savoir : r,, x„ ..., j-.. Suppoaoaa qu« novs ayons délenntné mM 
autre intégrale f |. ' D'aprie ce que noua avons va. la bnetioa 
f , =: X, (f^ aen aussi une intégrale de r<quaLion X^ (/) = 0; il 
eo aéra de même de f, ^ X, (f,) et ainsi de suite; en posant, d'un* 
manière générale, 

nous tonnerons une snite de Amctioas f |, f,* ■.., fn ... qui aeront 
toutes des iotiSgrales de l'équation X| (0 = 0* S'ailleun, comno 
l'équation N, (/) se n'a que (m + h — 1> Inl^/ralea dùrtinctes, il 
devra nécetdirement arrivtT, en continuant de la sorte, que l'on 
trouve une intégrale nou dixlincte dM prë<:£dcntrs. Snppoaoïu que 
cela arrire après i opéntioua, de telle sorte que l'on ait 



*'+> = Il (îi. ft, —. Çi. *•» — 
Cbereboas alom à détermioer une fonction 

• (ri. îi. -. »rt *•. -« ■« 



OSit). 



aiAT. s. — tnfusHnm untàuaaL tmftan aamrun 
wttifaiwt i réqMtioa X, (^ rs : «• denm avoir 

à* 



m 



x,W=|Jx,(ft) + j^x,(0 



••• 









^» 



^ 77.''*7f.'' 



à% 



••• 



ti 



é% 



à% 



é^t^ àft 



ti oo aéra ramené i Inwver «m iotéfrale im wjMmm tfi qual hae 
^UflCiKotiellet 



f«i pe«t luinnéne {>lre remplaei par réqiiatioa «aiqM 



(<â»). 






ï- (».. î 



ri 



f •••f — ■ 



:^»«f»M.fa^,V 



Suit 4»! s C «ne mftf«,|T«ie de oe sydème; ^g Mfm «m iaiégnk do 
réqoation (33) «C, par «iiile, des deas équatioM Xg (/) s 0, 
X.(0=0. 
On fènneim ensoiCe une suite defaidions 

♦•» ♦§» •••# ^'•f •••> •* ♦* =* 5^ (fi-O* 
qui termt lontet des inl^fnies du ejeiène 

X,(/) = 0, x,(n = o, 

et eomnie ce ejral&nie n'admel fue m «4- m •* S inl^gralee dhtincteif 
en arrivera à une fiiactiM tjfi telle que 



♦f^i ^ ♦ (♦«! ♦•> ••f ♦» ^ ^ •••> 'Jt 
Gbanbenede flrfaae à détarminer une fMMlioii 



(<:Si»V 



t* ..«-• 



* (♦»» 4!i» •••» ♦» ••• •••» ^tJ 

i réfMtiM X,(/) as 0; MM» «•!«» qM • doil «lUkira 












N--2 



ri 
4 



> 






4 






■'■■;;r-/^- 



^y^i^^M^ 



^ ■.■'■m^ 






.... X,V 
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dont riBlëgnilioii m nmène à ealle de rdqualion diffécciitMte 

Une inlégnla Og de réquation en I aère une mf<$(fmle oommime MS 
troia ëqualkios 

el» en continnant de la aorte, on trooTera éndemmenl «eue inl^rale 
du aj'slème jacobien. 

HniAiiQUi: I. — Si la dernière ^|iiaiion qne l^en traove dépend 
de (fi -H 1) variables, il auflira de riutêgrer eoinpléleflient poor afoir 
leii<ea le* intégrales da spitème jacobien. 

RKyAnQUE IL — La méthode fpunérak peut dans eertains cas se 
simplifier. Supposons que dan« la suite des opérations on ait trouvé 
une intégrale ç des équations 

x,(/) = o, x,(r)=ra, .... X.«i(/) = 0. 

Si X« (9) = 0, cette intégrale «atisfiut aussi à Téquation X« (0 = 0. 
Si X« (s) =: m, %ii étant une constante, 9 — m x, sera une intégrale 
commune aux équationa 



x,(n=o. 



•••( 



x.(r)=o„ 



car elle ntisfoit aux (a — 1) premières et oa a 

X. (f — m««) =: X. (f ) ~ m s: 0. 
11u« géuéraleioent, ni on a 

X« (9) = F (f, ««, ac«4-if •••• »«)f 
cherchons à déterminer une fonction 

qui satisfait toujours aux (s -* 1) premières équations, de façon f 
véi'îlîer Xs (/) = 0. On derra avoir 



•^l*J!i-.. 
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•1^ pour troarar iim ialégnile de X. (/) = 0, m €st isineiié à 
nUgiw Mqnlioa difltrailidle 

b pulkaliar, it F m dépend qw de f, «■ a nnUgfsIe gêaénl* par 






hMirw^ Im «jBtàiM* sahuils, «A on a poa& 



if 









(»5 



«î) Pi — («I*,*— *•*•) 1»» 
»î)l>t + («•*• — *i*0 A 






(Cmact.) 

*«««) P» =» •• 
(Gou-ir.) 



«iPi — «»Pt -»• *»P» — ^V» «* •» 

«Vi + *»1N -* *iPtr- ^hf*^^ 



«akP» + *îl»b=»®» 



(Coiur.) 

■ 

(GiunnioiiaB.) 



UÇOXa MR us AOVMMKtt Ain nAMTtn rftRTIELLn. 



CHAPITRE III 



tqnatlon UntalrM tix diBértBtMlw teUlM. 



m 



i.*>. 



36. Tonle Apatii» linéaire «ox dérÎTéM putMllMdit p 
esl <!<iuifalenl«, oonuna ou )'< vu, i ud cMiain iijtUiDe d 
diffùrcnlialles onlinairu. A tout ■;stèin« cnmiJtft on pMit d* même 
ntUcher lùi tjstèfne d'Àfiutioaa lioéairei aiix difleranlùlln loUld. 

CoasidAvna l« I7*tdiii* d'èquatioDi am diffiircatMIttt total«i 



(l> 



' rfx.+, = Ii| rtx, ■*■ b\ <(jr, -1- ... ■!- &• «fx.. 
I (f^4.i =: bi if J, -f- b\ «fX| •>•■■. + t; d«.. 



\ (fx.4.. = W rf*i -t- l*i d»t + ... + h* rf;r^. 



oà on r*>)ianle v,, ...( x. eomme •!« variabln inttàpeiidanlea, «U4.1, 
,.., ^«+. «mnme dea fwnctiona de ces varïa1ile:<, rt où lea eoefU* 

riMU b^ aont d(« fonction* ({ueleonqun de X, a-.^.,. f^e^yatàm* ' 

e«t ^idvfnmvnt équivalent au «;Uiine d'î^uations aux d«rÎT^«a 
partielln suivant : 



(2) 



Jx, 






= !>'•< 






= »., "£"? = «, 



Cbercliona >M condiUflo. pour que 1« rriUm. (1) admette „„ «yrtèn» 
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4ln prises ariHtfiiimDeiU* n €9l d*aboffd aifé d€ traav^ 
i; en diBtt dss ëqvatioiis (S) on déduit 



^«rt-è-dif^ en tenant compte des è|netions (S)» 



d^Jtm^k ^H ^li 



et, tn pèsent 



*^. 



^ti 



4-a 



K» 



x.(0= 



4». 



»î 



^ar. 



+ ... -!•>{ . ■* 



^â^4-* 



^.««•««^ 



On Irontmit de même 



éx^âxt 



X|(»», 



ni» per snite, tout système stlisfiiissnt eux éfoâliene (1) mi (S) deli 
setisfeifie aux relations 



(») 



X, (H) = X. (H). 



^ ei^riaiaiit qM 



<fc =: i. S, .... n), 






PiNir que l'on pniese prendre arbOrairemetU les fakurs 
do lonlM les TariaUeSi il faut que ces conditions (3) soient Térifiëes 
Menllgitemen^ car sans cela elles donneraient des relations entre 
lee talenrs initiales* Les conditions (3) sont donc néce$9aire$; nous 
allons montrer qu'elles eont euffisantee. Une démonstration diredo 
do es Ibéerline a été donnée par M. Bouquet (>). Nous le déduirons de 
la théorie dee qs^mes eomplels. Lss eonditions (3) expriment préd* 
eiment que le qfeltme d'équatione aux dérivéee partielles 



W 



XiCO-Oi (i»if%...,m). 



ifMiwt Ut i>*iirit,#.W:im 




'^^^ 




v?r^ 






V.- 



^ -» 



^^:'^' 
'^f^ 



s^ 



5:? 



,--0^^ «v 









^^'.^.ciu<.': 



72 IXÇUNfl suit IXS fiQCATfM« AOX 



PkwnajMM. 



isti ua hvMtMt jatêhien (X 96). Le tyiièiiie (4) Mlmet donc » tatA- 
lOmlM diitindcfl /^|t /«« •••! /l et Im éqimtionft 



(5) 



A 5=^ C,, fi sr (!,, •••> /]» s: (^ 



déADÎMent dPu<^i» ^^«^.tff •••* ^«-^^ en fonrlion de (f^^ jp,« ••*, 9» «1 
dci n e^fintantefi «rbîtrairM U|, C^, ..., C« pttlB<|uey comme aou» 
Tavonii \u (| 87), /*!, /*,, •*•, f» noiii eneorp disctineleii «i on le» comi* 
dère comme des fimelioiu dee omiies ^iriablet 0^,4.1, ..., a^^.. Soienl 

ar«4.| =s fi (xp •••! ar^, Cp •••, C.), (' "^^ '1» S» •••• •») 

CM fondiotM : je dis qu*ell«« Mtirfont aux éqiiatioos (1). En cflM^ 
ptti<qa*eiles Yériflent le» équaliont <5), on a 



/ an 



dœ. 



w 









\ ^«1 



ei il but vérifier que si on tire de ces équations 4x«4.i» •••» ii^4.«t 
las rormules obtenues sont idenliques aux formules fl). Au lieu 
d*opérêr ainu, noiH montrcnNis, ce qui revient au même, que ai on 
porte dans les 4:*qtia(îuns (6) les valeurs de dx«4.i, ..., duBm^ données 
par les équations (i), elles sont vërifi<>8. D*une manière générale, si 
dans la difleientielle totale d^ d'une fonction quelconque ^ on rem- 
place dXtm^^9 •••« d^a-i-a P^r Ics vaieuTs (1), on trouve pour résultat 

d^ = X, (♦) dx^ + X, (♦) ifx, -H ... ••. X^ (♦) rfe.. 

La substitution tbins les premiers membres des équations (6) 
donnera donc 0, puisque /^i, ..., /"« sont des intégrales du syslàiue (4). 
Comme les équations (5) contiennent n runstautes arbitraires, on 
pouiTa cbrkisir les valeurs de ces n ronstanles de façon que x^^u 
Xm^f> •••? ^«4-» prennent des valeurs données à l'avance x^^i, 
•..9 Jci^n pour X| » x% ..., X. = »l. Les conditions (3) sont donc 
suffisantes, et le système (1) est dit, alors, eotnplttemeAî Uitégrable. 

Pour doûoerâla proposition précédente la forane précUcKous laquelle 
rile a été énoncée par M. Booquet^ il suffit de particii1ariM.T les îuté- 
grales f^^fs^ — yf»- ^^eiH savon«, en effet, que le systéiii« jacohicn(l) 



Qf . UI. -T- 
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admet ti inlégnles bolomorplies 9^, f„ ..., f. qui, pour Xg :s x^^ 
9^ -ss x^f ...f x^ = xil, M léduisoit mpectmoieni i Xm^u ^4-*» 
..., Xii^M» 4 cooditioo que les eoelBciefits (f ioieot holoiiiorpliet au 
voisinage du point x\f ...y x£, atZ^^^ •••, ^4.«* Si Bm eonsidéioM 
les intégrales du njrstème (1) définies par leii équations 

nous sommes eonduits à la proposition suivante : 

TnftmtuE* — Étani donné le systôme cr<ff*MUîMe mmx dt0é» 
venlMtes loCoJes (1), ou ta eoefficiemU 6f salii/iiNil MteitUguemefil 
«ux retoltons (il) et sont fcotomorjpAen au urifimige du jmnl x% 
•••f x£, xî^i» ...f x£4.«; il eamle un êysième de fonMom» 9m^%^ 
x«^f, —9 x^^.» lies wrioNee imdépendanieê X|, x^, •••t x^ ei un 
sfuiy êati^aiêanl au êgtlhme (1), kolomotpkee eru u s itMi n po Ju 
foinl x% xjy •••, x^ et prenant fu^^oeftoemenl les suleurs xS4>it 

pour 



•••< 



X| SB Xf f X| Sï XJ9 •••} Xai S 

L*inféigfalion du systèmo (i) se ramime done i oslie du 
jaeaMen {Ay Mei pr oque nêm U si on a intégré le sjstime (1 ) 
immédialsment rinlégnle générale du système (4). Ment, < 



/i = C|, /g=:C|t 



•••i 



n^G. 



ks idalions qui donnent rintègrale générale du sjstéme (i), je dis 
que fi est une intégrale du système (4). En eflet, on a 4/| s: pour 
les syttèmss d'intégrales des équations (1), et, per suite, 



\(f,)dx^ 



••• 



X.(r<)i(^sO. 



Gomme Xg, x,, ..., x^ sont des rariables indépendantes, on on 
condntque 

X.(/:) = 0, ..., X.(A) = 0, 

tous ks systèmes d*iniégralea des équatisns (1), ot, puisqu'on 
arbîtraiiuaaient lof valeura initialee de toutes hs raiiahles. 



\ 



m 



74 uçora son ut tQWTien acx rttnmtn nmnxn. 
il fant >a Mw> ir<mnt qw Iw nbtîMt 

■•mit lien idmHftirmtfnt. 

38. Toiit ee ifù précède mhu moalre que ria tf g w tjea 4a ^lUnn 
corapl-Memeot inUenUe (1) et celle d« ^Mtoe JMoblen (4) iMt 
deux problèmee équivalent». Si /cit ane inWgrate du «ratine (^ 
/ s=: C est une inlvgnle du vfttàme (1) et rériproquemeat. Le théon* 
del'inl^KDiUoB dca eystéme* JMobieiu doit doae pouvoir le déduire 
de eclle des orstèmee com^rfètemenl intégnUet. Cert aind, en eOM, 
que Mâyer est peirenu à la mMlwde d'iot^nUon de* ijvtèmei 
JMobiem que nous ivont expoeéc plus hauL Non* illoaa donner 
rapidement la théorie de l'intaigralion des syitimef cemplèlement 
intâ;;rables. 

ContidéroDS le ^raltme 



(7> 



«>-r— . 



àtm. 



àx. ' 



• K* 



tiré da syslime (t). Imiipoons qu'on ait inléftré ee« équation» en 1m 
considénDt comme formant un tjtXimt d'équations diOiNrentielles 
ordinaires par rapport & x„ où x„ x„ .„, z. déngttent des p*r»> 
mètres aiiiilnires» et eoit 



(«) 



i ?.('.. 



I f.(', 






■M ir.4..J = «,. 
... as.*,) = s„ 



nntderale générale de ce sntéme, où on dût eomidérer «,, ..., «. 
comme des eonntanles par rapport A r,, c*est-à-dîra comme des fane- 
tiens de x„ ..., *.. Reiïiarquona que ?„ ç„ ,.., ç, «ont n Int^fnlcs 
dM X| (/> = 0. Faisons un cbant(ement de variables et mnplaçon* 
Icii inconnues Xm* m *»*u ■■•* '«+» par s,, a„ „., t.. On aun 

da, =: X, i%d d«, + X, (a,) rfx, + ... + X. (a,) d«.; 

d'aill«vr«, f, étant une intégrale de (7). on a 
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Le fltlène (i) esl dooe rempheé ptr le •fslème 



(9) 






1 



liais, fi éUQl une inUSgrale de Têqnatioii X| (0 s= 0, fl en sers de 
mdme de X, (9^. En d'aaires lermes, si daas X, (9^) on remplaee 
^•4.if •••« âB^i^.* psr leurs Tsleurs tiries des équatiens (8), le résaltal 
sera indépendanl de x^. Les eoefOdrats du système (0) sent done 
indépendants de X| et nous avons, par o^ ehangement de variables, 
sobstitné au système (1) nn système de même forme, mais o& le 
nombre des variables indépendantes eal diminué d'une unité* 
Veilleurs, il esl évident, d'aprts ce que nous tavons aur les systèmes 
eompids, ipw le système (9) aéra eoeore complètement intégraUe, 
ce qu*on peut d'ailleurs établir directement; on pourra done le traiter 
comme le système (1), ci en continuant de la aorte en arriiura finale 
ment à trouver rinl^pnale générale du système (1). On aura i inté- 
grer successivement m systèmes de n équations dilISSraitienes du 
premier ordre* 

Au lieu de prendre des constantes quelconques a,, ç,, •••, a., 
supposons, avec Xayer, qu*on ait mis l*intégrale générale du sys- 
tème (7) sous la forme 



m 



Wm^u *•** ^^^m désignant les valeurs imtiales qui correspondent h 
une valeur donnée «{ de x^ ct^ confemiément à ce que nous 
de dirSf rempbçons aBb4-if ^4-fy •••t ^4- V^ Im nouvelles ii 
nues s^^u ^4>f» «««f ^A^^ qvi ne doivent dépendre que de o^ 






•••i 



et, psr suite, en remplaçant dxm^t par son «pression tirée de (i) 
dxt^t =s *î rfo^ •«- è; dflCi + ••.•!• *T dx^ -•• (ar^ —xl)[h^dx^ -•- ...J* 



- ■■.vl 



i: 



A^^p u^^^^nn^H^nWw n^^v vnsn^n ^nuavs^p ^^9 ^^^^sMr^wa 



eâl md, comnw 
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mtom; d* fias, irl •■ bit le chne^DOMt i 
cicnte du second meubn dan» le* nouvril 
ind^pendanlt de x^. O ucofid maaibn : 
itoiw raiwiw xr^ =: »* et conm*. pour a 

deviennent êf[uii à x£> , xî>., on eu 

(tfmrot de varUbte* (10), lei équatîoBi (1 
équations 



(»> 






. «i*:. 



= (fc:),rfx. 



uA (h^ représente le nîtultat de h «ibeUtDl 
â Xf , Jr.4.„ ..., k;.4.. daiu hf . I^ trdêine (IJ 
«il îot^ré les <K|iutions (7), et on rceonn: 
lions d'int^rabililf âoat vérifiées pour o 
L^ synlème (11) s'int^v iuiinddiatemc 
ait toqlee le« quantités (bf), «ont aiilles. 
é\'id#romont 

xi*, — C,, .... xî 

C,, C„ ..., Ca étant des cffnilontes arbitR 
g^nûralo du système (l> est itonoée par h 
..., X.4.S désq^aenl dw eanstanles «fcieli 
par un cliangemenl de variable* canvanaL 
à cm cas particulier. H suDII, pour cela, de 
gonent de variables 

a , = j;" + y,, se, = x; + jf,v^ 

«a aura alors 

i i/a-, î= y. <ïy, + Si rftfi. •". < 

Cc« formules nous montrent que Umu I 

.. cf y^ dans le nouveau aystèoM ceaUen 

is^stiquenl, s'annulaol pour y, = 0. En 

tffiltmg <i) •« rumine à rMéyralion 

n équatioM diffètfnlitUt» 4vpret»itri 
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L'appUcftlioB de eelte propositioii au tystème jaeohiea (4) conduit 
wax «émet olciib que h méthode dèfdoppée plws hi»L 

37. ConeidArooe comme exemple réfoetioa 
(13) Pifâe^Qify-hRrfesa 

EUe est dfuhpifent^ au tfrt^ne 



dfx 



s* 






Q 

u 



Écrivons que ce tirtème cet compUtemeûf iotêyrakic, nous derons 



avoir 



Gatte condition àétéoffèê donne 

<">'[T?-î-?]*o[b"-ie*»[i-:-^»- 

Suppœona cette condition vérifiée identiquement : pour inU!grer 
nsr la «"^AïK^MUi Am SbviMr* noua unanrnm 

L'Aïualiett devient 



(00 + (Q)«lrf« + l(Q)rfM -I- (n) rfa = 0, 

en désignant par (P), (Q)y (R) ce que deviennent P, Q, R'qnand on 
lemplacé les variables « et y par les valeun précédentes. Il nous 
fiuidra alors dierdier Tintégrale de Féquation 

qui pour I ssO se réduit i V i^ 

réquation qui donne cstCe bl^gvslei réquation qui donnera llnté^ 



-'•s^ 



■h' j 









*r. 



^^1 



t»r^ 



>t.r 






• « . 



i S.' 



» ,■»►-. 



^^^; 

.-»•-.*..'. 



âtmautiM xm ttMftn numEiXE». 



'-"^•î^".j='^ 



quatwa (iS) «4 mniiliUe f «m Wmfié- 
il A('< y> s) = C rivWgnle 8*séi«b de cette 
|0 me bmille de autùaim S qw dom ^ifwtte- 
». V»T toat point ^ y« i^ de r«^«ce paan 

a poÎDt ifoelaoaqiie «, y, s de ehaevM dt cet 
poaréquatioB 

+ Q(Y — y) + R(Z-t) = a 

BMKtion / eat donc «quivaUole n fnhtkmt 

le r«qMK« «n /*<■« correqtend/» «m |rim H 
; déteriHiner tmt famUtt dt nufàtm leUe 
m fut juwa «ti point H Mit lonyente ov 

me de oe qui précède qae ep proMèow b'chI 
lleAaûédenttaeherceCUtà h tbtoric de* 
retrouveriKu ainsi U coadiiïoa d'iDUçrabililé. 
out point de l'espace un plan passant par eu 
w donner les coaioua directenn A, B, C; 
dnites passant par ce pùnL S'il nisie une 

s Icnn poinlj au plaa oorrespondanl, la tome* 
nix deux équationa 

dx à>/ as 
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^oi CT f rimea t qo» le plu tangent contient ko dans initm de pa»- 
infelm A, B, G, et A,, E^, C,. Soit S une inrbee intrignlo eommuna 
1 et» dewt équaliona; eomma f nblUt i réqoatioa \(f)^Of 
S penmi étro engendrée par une bmille de eouriiea (Ç) vMSant laa 



(voir I 90). De même, die pourra £lra enfendrâe par «ne autf* 
fiuDiUt dr eauriMS (D) aatisfiùsant aux àioaliotis 

(B) *^=iî=fi. 

" A. D. e; 

Soil bImv si un pmnt qudoonqoe de TofUBf, (G) et (D) lea deox 
cooftoe do cet deux bmillea qni paaaent ta M; cm deux eouriiei 
denvot étra«itndea tout éalièica anr la aurCMia S qui pasae en H. 
I^ laa diten pnnta M', 11% ..., de (G) panent dca eonrbaa (D'>, 
(D% .» qni cntendrent mie «or&ee 8'; de même, par laa dh-en 
pc^U m', m'f ... de (D) paaMut dm oooriwa (C), ((?}, ..., qoi 
engendrent «ne anrfiwe S'. Lea deux nrfMM S' «t S* devraient être 
ceatondoea nree &' B bndrait ponr cela qne lootM ka eomlNa tdtes 
qne (I/), (D^ .., rencontrent dnenne dea conrihaa (C)t (CT), »., et 
qn n'aon Mdemneni paa lien en général. 

Pmt «cbarar lea calesla, noua eappoeenDi, et qni «al faNiJMn 
parmia^ qn'aa idt ramené laa devx équationa ani diritéaa pa r tiaflm 
ihfcnM 






dw rfy dt 
1 " °° a' 

ntt phM it litaéM dus iM pUaa y = y. ptitlWn •• pi» 
4ai u. D« ntet kt toute (D) nd nai <« CMita plua 
■Me» 4m IM (kM (udUta •■ flaa il« y»- 
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D^«M OMuiièrt plus gjDëraie» Mil • UM 
farUbbf a^ y , s «C détignoM par ^ la vdmr de cède 
Im moiàmidm (gêf y, f ) d'n poial ^MkooqM M. Il 
■il idMiknMBMBi 

fiilfliMW #w •( 4^*; •■ odeal Adte mm dooM #alM0it «■ 
^BMt ^pM^ le liMig de b «Nulw G^ 4y SI 0, ilx as A 4a^ 



M 
mis 



rm 



A«, 



Aa«. 



«W=*.+YX(«b)+~X(X(#b)) 



Ai^ 



1.S....JI 



^(•u) 



•••1 



»(y) ilirig— 1 1> léwim de rtpIniUwi X (0 eppliqpée y fait. Oa 
Inwfvde 



#^«#b -^ ^ Y(#b) + ... + îT^^ ^(^) * 



m 00 



«Iffireiûlei 



y «(♦h)+^ Y(#0+Î3X'(«^)+AyA»Y(X(#b)) 



A»* 
î 



5 f (♦i)+-.+^[A|rY(#,)+Aj«X(*h)]' 



•••» 



M «Biplo|«iit la BoCafioa ijaboUqua 



[âfY(/)4.A»X(0]'=Ay'V(y)+fây^'A»V-«(X(0) 



•••• 






«■abfiie» 



Ay 



A*- 



-► 15 X» («b,) + «. + i [a» X (#^ + Ay Y («kar ♦ «.. 
dTeè 
♦b. - «^ s» A* Ay I X (y («b)) - Y (X («b)) I -^ - 

+^l CA.X(4b)+A»Y(«ta>]'-.UY(#b)+ A.XC^d'l ••• — 



UpOM Wn tMM ÉbQOAYMM AUX BAlITÉBi MMIfflJl 

mmU A« «l Ay» il ftiil (Taboid queTon lit 

•Jenliquemoity far« m mi rrganle 4ae et Xff oomiu^ taiittûMBl pgtili 
du premier ordre, le «econd membre ne eoalieiidri qu'iia eevl terme 
du «eoood ordre; il faut done que le styi4ème deséquatioue X(f)-szi^^ 
Y (f) =sO eoit /ocoWeit. Cette cmhUUoa uéoeesaire eei d*eilletit« 
sufBseole» car elle expriroe qu'où peut iulerrertir lea deux ofn^ralMMie 
X ( ) et Y ( ) ean^ altérer le rtsultal final et, fmr tmiley que IVn a 
toujours ideatiqoement 

la dlSërence 4p« -^ 4r qui eut une somme d'expressions de la Ibrme 

A»* a/ [X« Y'(#) — Y* X-(^)] 
est donc identiquement nulle. 

38. Tout ceci peut être âtendu» en employant le langage bypergeo. 
métrique» aux systèmes complets à un nombre ft de variables. Nous 
appellerons muMpiieUé à p dUnenêionê reia^cmlde des points dont 
les coordounées a?|, x^» •••, «. sont des fonriîons Je p paramèiKs 
indépendants. Une muftiplicité à p dimensions sera d^ûuie par 
(n — p) relations 

entre les ouordonnées du point. DVprts cela» une eonrbe est un«» 
multiplicité à une dimension et une snr/oee nue multiplicité à (n — i > 
dimensions. Si n ^ 3, on aura en outre dcTi multiplicités à S» 3, 
•••y n -— 2 dimensions. 
Conhidérotis alors un systcme jocobien 

x.(r>=o, .... x.(r)=o, 

à n variables. Nous savons qu'un tel syslAiiie admet n — f inU^gniles 
distinctes Ç|, 9^, .... ç.^^. Nous appellefons muUiipUeiié cwrmelérif^ 
îiifkfe la niultipHcttê d%»rdre q définît* par le>t équatiuus 

où C|, C|> •••, i\ -« sont des conslantes arbitraim. IHtf cbaque point 






\ 
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de Tmf^ûùatif •••, «S pas«9 qm Idb nraltiplieilé 

fi — ?l» •••! f«-f -^ ï*-f» 

cireqpies i m dioMMioiit m tfwve ainsi dicompoté en 9»**« ninlfr 
plidUi i q dimeniiona. Gonaidéfoni In mrfitte inidgnile 

et nn point «tt «St •••« «S de ceUe earfi^e : on eora 

' (fît Çf» •••» f*— «) ^^ ®» 
ee qni pronve que le nnltiplieilé candMstiqœ 

qni pesée ra pobt osf, «}, ...f ar?, est «(liée tout entiers sur le 

enrfiioe. Dune, sf une nnfaee iniégrutê pan$ par un point, etfe 

eonfjenl la m^U^Mcité eamMriâiiquê qui pané par ce painî. 

Mens fOfons en onfane tfoe toute smihce intégrale s^ebtient en êêko- \ 

eiant eoinnit une loi aibitraife les nraltiplîdiés earacUristiques. 

Un raisonnement tout psivil à cdoi qoi a été fait ple« haut 
permet aisément de ee rendra compte de retislence de ees nniitipli- 
eités. nrenons, pour Sier tes idées, nn systime eomplet de trois 
dcnialiens 

\in-o, x,(o=o, x.(r)=o. 

Vêt un point qudoonque jb{, •••9 xi pasie une oouribe caracléris* 
liqnede la première équation Xg(/) aO (| 2B). De tons les points 
de estte eouriie partent des courbes carcdéristiques de réquatiou 
Xg (/) ssO» dont Tensemble forme une multiplicité & deua dimeii- 
sions; de tous les points de cette multipUcité sont isso^ des couiix» 
csr n eté r istiques de X^ (f) = 0, et ces nourelles courbes ANrmeront 
une multi^icité i trois dimensions. Il est cktr que toute surface 
intégnle passant par le point «t, •••» x? contiendra la multiplicité 
que nous lenena ds définir. Cstle multiplicité ne doit pas dépendre 
de Feidra dane lequel nons prenons les candéristiques des trois 
dqnaliene. En. les supposant Nsahms per rapport à trois dérit 



•^.» 



|MtM« 3^t «^> ^> n eaiod «mMkiw à eeM «ri a 4^ M 

#4S| VâE^ ^^ 



s CQL'ATlOKt AUX DteR-Én PàXtUÛUM». 



ee«mir«« «t ranhut» pour qu'il mi mA wui, <â 
•mmenl u cm d'un nombra quèleo a qaa A'ifÊm- 

r aux eoMidénlioat pftfoMealat ane queclnu 
bit l'objci tfno «rtaîn Dombr» de Iranai. 
aille de mrfJMea « == ^(u*, y. x), M. Bouquet a 
r qu'il n'éUit jas tMJoan poMÎble de trouver 
I de mrùec* » = f (x, f , z), t s= ^ (*, y, f), 
ière un sjitèiae triple ortbofDiiel. PMr qu'il eu 
1 floPGt, oMnine Ti démoutré SI. Darboax, que 
*U équation a>ix dénvéc* partiellet du troitùème 
û I d'abord éliè calculée par If. Cayle;'- 
t, que b biuille ooDaidArée de aurCMea S baM 
ripla orlliogonal ^ := x,f^^,^s=i. Soïl UN 
I aurfacea S qui pasae au point U, HT et Mf 
ce de la surface S au pmnt M. D*aprèa le thé»- 
te dea surface* S' 17 ^ 0) ou S* (^ ^ Y)t l*" 
Ure langcnte au plan NUT* et l'antre an plan 
S' aen tangente au |>tan MNT. La famille S 
I M NT «et bien d^tonniik^ d^ qu'on m donne le 
miner la Aunîlle S', il budra donc trouver une 
ogentea «a chacun deleunpointaaapIanMNT 
i, en géaint, nous veoona de le l'air, n'eat paa 
nta de l'équatk» du plan MNT dûpeodent éri- 
a preroièret et Mccondea de la fMidion /(x, y, t) 
ondition d'inl^raluliti, il est clair qu'on sera 
ion aux dérivées paiiielles du troisième onire, 
lux (h'^rivées du troisième ordre, 
èiti» le plan HNT", H aemble qu'mi obtiendra 
on du Iroiaitmo ordre. En réalité, ces deux 

trrrtaiti, t«rSi»|ihuLlc, TtMrMdrr rr«><C«r««iM<tr«ffM, 
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«qoMieaf M réduimit à une «eole; cda rtnlta d« U p wp a tH ka 

Lanqu't9 m iemz fmmSU» d» mtr^gtt m coupaiU mu t i uUt mtta 
é «vt« <b«A; tt mil u a Ht itm ligne* de eoutiure eemmutiea, U 
l ii ii rf l ii rfB lwi fr i w iii l tmetrmUièmefamiUe de ÈKrfaeee yw ftnw 
«Me (M rfMl» prVflniTM K» cyiUfM frijib «rih«9*iMf (1^ 

Emma. — inUpir Iw rfqulNos au diaCnaliellM loUlM : 



dx, + — jS i«, + — i-? <l», + ^a>l(-><x. 



4^ flolg — d*t = 0. 

«î «i 

(Couxr.) 
B* fitart Juan* le i^ltème cw i n|i l èl BW «l t jnMgtdile 
j <i =:; Ils .«■ t ily, 

I if = ("il' + «il +«,«)<'* + (>,» + »■» + »,») <». 

( <» = (»il« + M + ».») '* + («1^ + «lï + V) '»F 

•Aflatu^aontdM temaieuM àm Mulet wjaUee ùdépendenlee » 

el y; rf ea eeaMtt tnîs iolatjoBe liaéelKnest Jiili i i d w s,, ^„ f,ï 

«w fi. fi! «U !•» f » '"'"•'«'^ l**»"» •* * <• 'n™* 

• = (^e, + C,>^ + C,e„ ]i = C,p, + C|n + (;p» 

<L, CL, (« «ml t«« •^«■■•■ee eridlnina. 

(Anu.) 

W>WII M , TH e < i|<ie* <■■ » !!» l.fc»-iw^ < 



> t» «oiunoM tn Umtm 



CHAPITRE IV 

lIoM 4« tonn qu|eaa«M. 0«a<nllM«. MOni» 
4c Lt||nii|c et Chwptt. 

MtidinMi uw'hmillr d, lurt»».. dlpaiduH d, dnt 
H a «I ft. déflnw par C4<iu«tiua 

▼(».». t. «.»)•=■ 0. 
U«i (1) on lire, «« iia|>;owil « M> conattnu, 

«tioo <!. « .1 d« t «lire Ix *|uUm, ,i. ^ ,j ^^ 

» un. <^U«i •« <IM.<<. puiallet d> fmiiH. «j„ 
■Iblnil tmiln !•• nirikc n^l>r*«•M«t pwl'fqaaNaa (1). 
a > moiilré qiM U odoiuini»» d« li fonaion Vm,|n, ,,„ 
II» Ita inli^nln d. l'Ajuilin, (3). £. ,«•„_ ,^„, ^ 
»l le i«ulM il« rilliiiui»li,,n ila • « t „i,» |„ i^^„„ 
tUffrtr eetia équatioD mieni à cherclter tnilt bartloiM - 
B » eï y MtùIlliMQl aux ët|iialiona (I) at (S). Or, u on 
'«^ualMU (1) en tenant eompte dca relatiou (2>, os aiin 



aa ày ffb ày 
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et I0 BjHèm» det ëqiuliow (1) et (4) scn^qairatenl an «ytUme des 
«qaalioiu (1) at <2). Nous khiuimi diMie lunew* analenienl k trouver 
tnû tMKtiou c, « «t b vMOuil le* lims iqiutioiM (1) i.-t (-1). On 
pevt ntùTure aiu AqHtiou (4) de plurienn minièra : 

1* En laÎMUl aHh eoutaiitit s nn «Ion donnée per Viqam- 
tioa (1) et noui troanins U flunille des «urbeet dont noue Muame* 
pHtie. CetU intente a nçn de L^praag» !• smi d'fM^yrsIe 



S^ Ea pranaot dea vahon de a^ «, i WÊlËdmmmt k rè^natiaa (1) 
al, «■ antre, au ralaliom 

Sm Wninaat « et fr entre eaa boîa équliona, on obtient «ne iaUfmde 
ifû M contient rien d'orMffwv et ifni a été appdAa par Lipanga 
AvUipwle •«militera. 



im"ik 






exnte aloraïuienbliea cBlm««ti. Sappeoonaqn'dleeantiamM k, 

»=tWî 

en aara wm int^giale an fliminant « «t k enfn lea traia dfaatieda 

•A fdéngaennefiMMtioB arbitraire; on obtiendra aînainaeinlé([Tale, 
dépendant d'âne bndim arintiaif», que Lagiaago afipaUe itOégrmU 



D'ipfta «la, il aamUerait done qu'il y a traia eal4(oriai dulfiufaa 
d'iat^ffralea : lea iol^JgnOqa eempMai, lea iot^gnlea téttiraim at 
nnl^gralo tinçulArt. Il b'mi eat rien, car il eal tméùm de aMntiar 
qÉ*a n'y a paa de diOtmoe «aMDtielta entre rial«grale eoapIèU at 
rialégrale Btfnénle. Eaefbt,d'aboidilaaiaur qu'il ya naeintaiU 
d'taWRnlaacoaipUttf qni panveni aa d4dMi« de rial^ip^gteiralo. 






LBQMa Him un Aqoasvvm Am itenA 
■ rîaUgnIe |te4nW «btowN «■ pMiat 

f ëlant lUM feadioa iTiiiinri ilfuiiiiiiliiil ilii iliwi y iimWii» ■i Wt iiliw 
«' •( V ; eatle inUgnl* •»• doBiiéa par «M ntatioa dt h fonat 

«t dépendra, «b génénl, d« d«ax paramMni; M mti done ■>• 
intégral* eonplète. L'ancicane inUgnlr cmopUle qui cormpsnd «hz 
nloon «M b, Mn nwiiitempt rioUKrale géoénde qu'on »ki««dnil 
rà ptHaat d* U rdatioB 

GéométriqMBent, la procédé da Lagnnjie pauA i^éoMMBr «lui : 
Pirmi Im inUgnlatcomplilea,on prend ung wiileiimplement Inlait 
de eurfacea ea éUblinant voo reletion arbitntîni entre « «t k 
L'eovdoppe de ces «iriàces «initilue une iat£enk gënénle. As 
contraire, la lolutnn singiilièra s'obtient en pmuat Tenveloppe de 
toutes les inl^rnlet eomplèles quand « cl b varient de toutes le* 
nanitras possibles. H est clair que cette inlégnie sln|i|;uliêre sera 
Tenveloppe de toutes les autres int^^trales, tant |[^nérales qno 
complètes; elle sera doue ta méuie, quelle que soit rinléj^rale 
complète d'où Ton est parti. 

Considérons, comme ex^^mpte, l'équation de Clairaut ^néralisée 

(A) s=zpx + qy -l- f(p, q), 
qui admet finlégrale complète 

(B) *=«* + 6y + /■(«.*), 

fiirmée d'une bmOlc de plans dépendant de deux paramètres. Gaa 
plans enveloppent une œrfaina surface *, non d^eloppabla. Laa 
intéjjnles générales seront des surface» développahlea droguent ai 
à 3* L'inlègrale ainguliére est la surfkco S elle-même, n est alors 
aisé de «érifler que par tout» courbe (C) de l'espace passe an* 
surface intégrale, car l'envetoppa des plans, passant par les tangente* 
de (C) et langentii la surface S, est une surface dérek^pable, paasant 
par (Ç), et cireoaacrite à S. On peut TériOer aussi sur cette équatioB 
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qtt*il y a «m infinité de nuièret d'oMenir une inlégnle eomplèle : 
pareiMiipfey les q^lindret ciieonscriU i 2 oa les ctees droonteritt 
à Z «I dMil le sommet est sssajetti i rester sur une snrftce donnée 
sont des int^sraiss de réqostion (A) d^endant de dens peramétres, 
sTest-à-dirs dss intégrales complètes. Nons Sfons ainsi le mejen 
dïiiéfrar tentes ks éqinalions de la terne 

F (p, ft s — ji « — <f y) ss 0, 

qni expriment nne piepriété du plan tanfenL Gomme cas partienlier» 
fl pennait arriver qoe la sarfaee Z se réduise i une couriie T; 
nntégrale singidièin disparsH, eu plutéC se réduit à la eouibe T. 
Bafin, si la eouriie Tesl rqetée à rinfini, Féquation prend la teme 

die admet pour intégnde complète tous les plans paiallties aux plans 
tangents d'un certain cène, et rintégnde générale est temée de 
développsbies dont les génératrices sont parallèles & celles dseecftne. 

40. En résumé, Fintégration de Téquation (3) est rsmenée à la 
détermination d'une intégrale compièls; les théorèmes généraux de 
Gsuelij nous apprennent d'aiOeura a prieri qu'il existe une infinité 
d%tégndes de cette espèce. 

Lsgrange (f) a donné le moyen de ramener une équation non 
Nnéairaà trois variables à une équation linéaira; la méthode a éU 
enenile pertetlonnée par Gharpit (t). Le procédé de Lsgruige repose 
eur la reinsruue suivants : étant 4^*niét une éuuatien 



*J» 



esit esnmMèment 



f = f (*» y» ». F)b 

m qudeonque^ en est psrvenu à treurer une va 
dTuna constante arhitraira n, telle que réquatien 

intégreblct rintéfralion introduira une nom 




t.nk 



txmii 



t»iT»i^i8i. 



s% pu #M peMM. 



> ui («unom ADi Dtevln ««muia. 

■un. »^.Mpd. .«plH.. c«. „.^„ y„ 

t <! mUmr dêi «iguUa» Mai oo«li<né« 
>twa «!• la AmM ' * 

■'•'> = •■ - » = t(l.,»): 

> • éttnl au antlub utilnin, n^Miam 

'*' = ••'« + » (a, ») *» 
kle complète 

• = "+_/?(«. »)<IH-». 
•alècecu. 



UDie uiHtmiiv, Ob en Un 
= «(■«,•). t = t.<»..): 



OoiplêU 

(»>•)'*+/?■(»■•)<» + ». 

>»«>»le, pow Iraunr une loiemb ttmMt 
ique dn premier onifv 

*■(«.».•»?.») = 0, 

>4joii>ilr« oiw équUoa 

*(*.ir.».ji,»)=Oi 



tab qM si M Ite ji, g des éqpatioM (<) «t CX 

MJi AMMttUfÉIMéRf ÀllAffttftitf. 

D tiadim ptor cda que ToB ait 



•I 



D'âOlean, 






dilKrmtiaiH 


llw ^nation» v<9«C 


(»),« 


1 êm 


^tl^ 


.^^. 


s<K 


êpàx 


êi^' 




àpé9 


à*éq 

' àq é9* 


sO. 



«i 7 coDsîdénuit Xp y, t comme dos laiiaUoi 

doi fimctiont do 001 wioUos. On déduit do là 



iodépoadottloo ot j», f 






ot on tfoiifo do mémo 












2. ^«P, ^ 



«a 



feè^è'^F-*— •«. 



pbfOMdM» r^fMtkNI <^ j|S. ^» ^. -3 

Iwf g— ♦ doit ffcifier k wirtio 



:• 



Aiw «M k eoMBlioB d^iirf^gnibOilé (ir> sott «t^bila. il MAt qae 
«tte équatiM Mit vériMe «a l^nat «Noplc dM rdaiMM (6) «1 (7). 



.1 









ï; 



f.i 



î 



,*' 



9S uçom fom lu Aivâtioiii aox a tontM Mnrmus. 
n«nMn(U»CiiMit/WI**WsîréqiMliM(0) crt wiMi » idntifa» 
«eaL On coOMlt d^i UM lBU«nl» de eotU «fMtita, F(x,y. <,r , f > : 
ivpfKMuBs qu'on ait tromé «nu «ntra iBU(nU *; In doni éqMtioM 

FsO rt ♦ — assO, 
où « déugne um «Mutants ariiilimïc*, détanaiMst 4ea fnflinni p 
et f de X, y> s tdlea qiM l'équation 
(10) dz^pd»+qdf 

•oit flDapUlansnt intégrable, pourm que F et ^ eolent de* fairtieai 
dittindw de ^ et de f . Kn intégrant féquation (tO), an introduin 
une noonlle eonatanle ariHiraire fr, et la fonction s de a et y aineï 
définie ttn une intégrale complète de rùquatian (Q). Tnura- «ne 
intégnle de l'équation (9), oela rarient à tronver une Inléifrale du 
tyatène 

tu\ «**— **!'— **» — — ^y — — ^f 

dont aoM eoonaiMMu d^ one première intégrale 

F(«.y,r,|.,9) = 0, 

et qui, par aaite» ae nmène i un ajrttènka de traie équatîona diflilran* 
tieUee du premier ordre. Cette int^prate une bie trourée, il no icela 
plue qu'à intégrer une équation du preoùer «nlre pour achever le 



Eumc — Soit réqoaUov 

le^ttaM(11)ealalort 

dx dff dt ^ _ iî. 

* "" P ~*M~ 1» ~ « * 
OnainnIigralercMaiim 

j» = y — «; 

e« ea tin réqoatioo eox dUEifentidIee lolalan 



#aè 



Dmk 



ca&p. nr. — tfnvknam bb nnn «ottooMiCB. 



jf — • Or— «)^ ur— «J 



. = (»-*) Or-«) 



#•1 WM iatégnte oomplètB* 
Tootet les Ibis qw réquatiiMi (S) eti de h forme 

lee deui dénieras éqasUoiis (11) dsonsnl i 
fraie de ce syslémey p ss mq. L'iqasIieB 

F(«f«fff) = « 



es est eondttil i réqusiioB 

■ 

■ 

«t « >*oliUe«t pir «M qoadiatw» 






•• + If + *. 



MrtiMt pM «b ^ wt â dtoi li 



\ 



\ 



RBuafQini. -> Si réqaatioa (8^ M 
«Ite «t de b fam* 

F (», If, p, «) =s 0, 

M d wpc h wi «se fimelioa 4, éi^im$mt indépmtdtmtê tf» c, fri 
détemiate par réqnalioa 



«c^ 



0» a, don, à iaMgnr h Bflitm» 

4» diÊ —il» 

dsal eA esMudt vas isUÉfili 






— tf 



*Tr ' 



rssG^, 



CMAT. !▼. — ÈmOklMM BC TOMII .«DBimiQOB. tt 

Ml «qvinleBt n qvIènM dn «^Hitie» <1S> «t (1^; •■ Ml dow 
tiiDHié à trotnmr de« finctÎMii *, «,» ■„ ...« <^ Mtfahiw at lU 
éqnilioM (13) «l (15). On peut ntisfUra A en 4q«atiaM it ylwaiyw 



i* Eb pnout «, ss CV, «1 s O, ..., «, es O*. Oa nlNOT* 
finl^rwl* etmplit* d'où l'on wt putL 

S> En diotwMint c, «„ «, a. de bpoa qna Fm ail rianlln* 

■énenl 

V = 0, 

-r— =0, T-=0, «., 3— «0; 

•• dîMÎMat a„ B^ ..., ■, tvtn eeên+i tfqtMtioiit,«B Imaw ■■# - 
inUgnla z qui ns eontieDt rien d'ariiitraire el qn a été »pfMe par 
Lagimnge Méçralt tingulièrt. 

> Si rane des quantib<s -r- ert diBerenle de ù, TéfiutiM (15) 

•ipriaM qu'a csiste bn moine «n* reUtion entn lee h qinmUMa 
«p ■„ ..., «r SappowDSt poor prendra le eaa fte<ral, qa'il y ait 
ft éqoatioiH dirtindei (ifc ^ 1) entra let qunUléf «|, «„ ..^mi^k. 



(M) A («1. "t. •"» «J = 0» -. A («1. •« "•• •.) = 0- 
Ltadifl&vntidka <!•„ dm„ ...» da. rnOOÊnml alun ans ralaliaM 

•( A eMe»4& tttOtmeiU; dooe^ h NfariMa (IC) dott Ctra uaa eanat» 
q tn ea de eJa» d al en doit powairtowwar * flwteia X^ >» •»!%• 
tab qaa roa ail tfMilJfNMMRC 

^ rf«, + ... + ^ d^ = X, rf/; + ... + i. i/-^ 



m 






• (U),(M)«t(17)MMtm BOMlMt iBn + k + itas 
«an dooe, •■ g^aânl, m «fiUiM da CmetitM f, s,, «^ «^ ^ 
X|, X^ ..., t^ wtwfaJMBt à et égoattoai. & fluniaiMt «,, ^.»,«a, 
\t }^ •••* )« «Bt'* CM équatiou, m lun 4lDaB «m raUlM ^ 
doBDcni une iBldf;nle * dépendant da Jfc fimctioM •rbifrdiw. CMt 
l'fnMgvale jAufnite âta Lagranga. 

Exemples. — 1* Coaudéroiu la foncUoa 

5 = «,x, + «,a^ + ... -I- «.«. + ^(«„ «„ ..., «J. 
Celle (unctioa utiafail i r^mtioa dn j^aaûer aidn 

z = p,», + !»,«, + ... + f^m, + f(f,t p, yj» 

qui est l'équation de Ctaïrault t;teéraliaie, et die an a»t uua iaUgnla 
cooiplÈte. On pourra duDc en déduin; towlaa itt anlna inUgnlai da 
' la ntéua équation 

9* Toute équation de la Ibme 

admet pour iaUgrale compléta 

5 = a,art + «.x, + ... + 4._|X;,_i +(», + ■« 
aà b déaigne une eonatanta liée aoi conaUnlea arUlnîm m^t a^ 
...,0.-1 par la retatio« 

F(«..«,,...,<h->.ft) = 0. 

BcHAHQCK. — Vaprè» ea qui piéeéde^ oaaa «ayaaa qaa, ai ft ^ 1, 

«• a une intégnle géoénla dépendant d'une ftMetiaa artilcain iê 
■ (n — 1) variablea; pour k=i% l'inUgrala dépend de deux foa 
aiitïtraim de (n — 2) variables, etc... II semble donc, 
abord, qu'on ait ain\i (» — i) catégories distiades d'intégrales 
gtaéralea. Nous OMntreroos plus loia qu'en réalité il a'jr a anenna 
diflérrace euentielle entre «es divenes intégnle*. Noua ferona mr 
auni plus tard que l'intégrale qua L^range a nunméa aingutièn 
satisliait aux équations que nous a\-ons prises plus haut pour déOnition 
des intégrales lioguliferet (| lé). 

43. Nous avons supposé, dans ea qui préo6de, que l'élïminatioa 
de «„ a,, ..., a, «nlre iti équations (12) et (13) ne conduirait qu'l 



1 



OUF. n-. — CQUiTMKO K roiuii ocncoHom. 07 

(M« Miii« rriation min :, «,, ..., x„ p^, ..., p.. Ln nwMuieiaaiU 
qui prteédemt m awnt nlaMei qw « wtli) oonditiod Mt sattsbite. 
n Mt doue ■&!«( étant dupoue une ûriégnle qui dépeod de n par»- 
Mètni, de «Moir raooaaaitrc m c'eit nw «irilable iatégnk oonpèèt*. 
SoH 

(«) f = *(^. *„«,.....'ïj 

uw iMUgcde omteitaiit a panmélm; lai rsLUioBs (IJ) pnndroat 



<«) "•"if. '•=5^- 



i* Sap f OM M que le délenniiuBl foMtkniDd 






Mit (I4r«rvn( dit 0; «n poom râtomlre les 4quatiou (13*) par nmwct 
i ■,, «,, »., «, et es pocUot eea faleun dsu réqnalioa (13*) m 
ma «ae éqinlioB at mw amfa qui eeidfmdra «cjtlidtenlenl s. 

S* 8un*ûaoiu I =^ 0; loua le» mioeun du pnmier «idre de I •• 
poamnt pas itre nul* à Js f«û, oar «au* ceb <m pownil dèdairt 
deaniatii>M(<3')<incerelatioMa«iPoiaa«BCi»3r|,~»,a;,yM»»,j^ 
Bifpoieoi, par euaaple, qoa la minaur 

D(f*. **,-,-**.] 

«(«..•t •— ) 

•àl <Vïraal A 0; «• powra rinalra Ui <qmioM 

|W nrprt à «,, a„ », «.. •!, <• rnlat Ma <dM> <ua 

<!♦ 
'■=«-.' 

«^ diapanUiB. Oa un aiad «M nlatioa 

F («^ «V« -t ^ J*!' !>••-*'•>"■ <>* 



98 Lxir»!n son leb (.oomaitM kox DÉiiivtits partirlu*. 

qHi oc «mtiendra pu s. D'ailleun, fimdn qu'es poriul In tklean 

àé «f, a„ ..., «a-i daM rtquatioB (17) «. m disparanM pta, ai 

MU cela «n atmit aoe aourella lelatMii entre s, x, te^ p^, —tP,, 

Il but alora que le déteraiinant 

Mit diOéreat de 0. 
EsEHi-LE. — Cunsid^ns la fimcticiR 



t = V(x^ — a,)* + (dj, -«,)•+ «^ - «r 
L» ouations (13') aont alon 
tC|— g, ^ ^ *t — *t _| 

''~^'(«.-«0'+(*.— .)•' '''~i^('.-«.r+(*.-«J'' ''" * 

Il ait aiaé dv vérifier qur, «bua ce ca<, tout lea minaun du jnmàm 
ordr» de 1 sont unN. U'aillcun, on rail iiiimùlialoiMBt que z Nliifiûl 
aux deux équationa du premier ordre 

44. CoatidArons eo particulier Ie« Aquationa de la l<»raM 
V (*i. «I *« Pv Pi. ■•■. P^ = 0. 

qui ne eonlieiincnt paa a. Si od coonaK nue intégrale dlpendiri 
de (si — 1) coDttanlea arbîtnîrc*, on aura eneore une laléfrala ea 
ajoutant à ce)le-ei une constante arbilnire qw^conque. On aan alon 
une ïnlégrale de la bnne 

r s= ♦ {x^, x„ ..., x^ o„ a,, .... <^_ ,) + «,. 

Pour que ce loit une intégrale oani)dèle, on vott de kuUc, d'aprèa m 
qui précède, qu'il faut et qu'il suffit que l'un des délermioanli 

fonetionDeli de (n — 1) des quantités t- • par rapport à «,, a,, 



aUP. IV. — iUlUATIOKS oc rOIIMB QVCLCDXQUC 

•••t ««.19 toil dilEirenl de 0, par eierople «|ne Tua ail 



W 






, <>♦ ^ . .^ à* \ 



^(^'••••f —f^ifi) 



0. 



Ceci noiM perioel de eompléler ce que nous avoM dit {jH 18) sur 
rartiOoe employé pour faire disparaître h foncUon incqnaiie dans 
Moe ëquation aux dérifées partiellea du premier efdre. 
Étaal donnée une éaualkm do premier ordre 



(18) F (5| Xgf jf„ ..., x^ ff|, ji,« •.., p,> =s 0, 

à II rariaMes, oouteoanl la fonction inconnue s, nous 
que la reeberehe d'une intégrale donnée par Téquetion 

se ramène i Tinlégralion dé Téquatibn 



vu (1 16> 



(i») Kl s, X|, AT,, ...,*., 



^v 


àV 


â\ 








àz 


à» 


0» 



sO 



à (im- i) rariaUesy qui ne conlieul plus la Ibnclion inconnue V, et 
que ce procédé pouvait laisser échapper les intégrales singuliftrss. 
Nous allotts montrer que, si on connaît une intégrais compIMe de 
réffuation (10), on en déduira une inl^rale esmplète de Téqua- 
tien (18). Eto eflMt soit 

V (Sf m^f •••y r,, agy 0,9 •••9 a^ ^ Ua^i 

une intigrale csmpIMe de (19), et supposons, d^apris ee qui piécédSf 
que Ton ait 






( 



âXtéXf 






D 



D(«if«bt -fO 



je dis que V SB donnera une itttjgnde complète de féquatlon (18). 
Cest bésut en oflM» une inUgrale de (18) dépendant de n paramétres 
aribitrairas; de plus, le d ét e r minant ft nc ti snns i des p re mi er s 






» un toDATiora At'x nCnvA» v&mcuii. 
l)eonMpMMkatM, par nppoK à «,, a,» ...» •.• >'Mt 

si nul. CKT d M y failli, =J%3=... spa = 0,M 

éduit au pnoAdaat qui «tt diflEirMU de & 

ijui prûcvde nwu montra donc qtM l'inlâHralîM 
I eat ramenée i ia KcltprcbB iI'hm inUgnlA complèto 
. SuppMoas Tiqualioa (14) ivmIup par rapport k p, 

= fi*, *t. *it "M '« Pu • » ^->); 
Btd|trale co»plèl«, il «uflîn d* pouvoir Uwtver de* 
..., p.-t lie s, z„ X,, ...« iT. et de (n — 1) pan- 
,0.-1 lelle* que l'iSquatioa 

rf», + J», rf», + ..., + Pm-X rfa^-t + ^rfsp, 

iC Jnb^raUe. L'iulv^ralion d« oeUe AqoaltOB ÎBtf^ 

ille coiutaDte arbilnûre a, el oo aura aioii •une 

!«-■. 

uniplei où l'os voit iuniMdialemtfnt une aoltttiea. 

exemple, une équaliou de U forme 

Px> ».) r, 0».. *.) .-. /■. (P- ■'.> = « : 

) — « /',_,tp,_„j-.-i)=«._., 

/■.(j»«(rj = î 

ni^ort k p^t p„ ...» Pat OD ea Un 



dX( •»- ... -^ r«— I <«».i> «.-■) '«i-i 

+ Jt. (*.. «1 «t — •— t) ^». + ^ 
B oompIMe. Ceat aiati qu'on traan pour fégaalla» 

rij». — r. = *i «!■■'■ 



L^I I 



GNAP. IV. — tQVkTW/M MS rOIIME OI^CtCONQUC 



lOf 



rtaUgnJe oompIMe 



«.' 



agOi ••• ^,-1 



D*iuie minière génèrde, pour étmdvi la méttiode da Lagitag» eC 
Charpii aux ëquitiooi i plus da trois «ariablea, il coiiviiiMim da 
poser la problèma aomnia il euil: éliiil dontite réqualion FssO, 
troiifar n — - 1 antres relations antre t^ ^r,» •••, m^ Pgf •••» p^ 
rontanant chaenna nna eonstanla arliitraire, tallas qna les lalanrs 
d^ P%f •••$ Pm déduites da aes n rslations rendant rdqnalian 

dg ss Pi d»^ 4* ••• 4* Pa dJSt, 

eomplèUmeni iniégrable. En rialilè, catle asiansion n*a été Aûta 
qna lonflanipa aprte Lagrsnga; alla constitua la seconda néthodo da 
JacoM^ qni sera aiposéa dans un des diapitres suivante. 




^^ 

-« ^,- r^ 



- C» iiî 



1* Tnnivsruna intégrale complète des équations 

ji* -h q* — 2ji« — 2qy -h 1 s 0, 
2 (pq H- P» ••• ï«) 4* «■ 4- y* s= 0^ «p^ 4* tf q* s 8pq, 

»*(p' + «^ — «' + l^f ï = »P-»-|^f r— (ïîf •»- «)% 

p< — y*qs«e-.ye. 

S* Troofur les snrCmes dont les normalas appartiennent au corn- 
plaka da droites fimné par las normales à une familla de surfiwes 
homofocsles du second degré* 

3*TirtNiw les surfaces tdhv que la tn^a da la nomiBla sur un 
plan fixa P soit i une distance constanta I de la trMS du pian tangent 
surlamêmaplanP. 



•,>t;^l 



- f . 



^ 



r* « 



♦ V 



V 



vil 




'7>. 



* \ 



w ■ ». 



*-- 



i' /: 



m us bHiATwra aox stanta namajua. 

ClfAHITAE V 
io4e de Caichy. CumctéristlqaM. 



Ml ntMbotle ^ntfntc d'inléfirtlion (b» ^quatiom 
tMI<n «lu iir^mÏM- «mire ett due à lYaflr^i), Comù- 
on comni» un eu particulier d'un proUème plM 
n la mlutHHi de ce ikhi? eau jHnU^nM à t*i«U)mUoa 
nirrr nril^mn d'rqmtînnir rfifffrmtirllf i limiillinfn. 
'In — 3. .... 3. I. Pt>u d« frmpa apHk, m isi» <•), 
une méthode Wanruup plus simple en moalnnt 
Qbtftmc Mp^ial de l'inl^ration det é^natkHi* aux 
■s. il «untMit d'iiil^tf*^ I* pKmitfr •ystème que l'on 
' procédé de PralT. Nous allon» eiponer relie ntélhmla 



nu J'abord l'équalion à trois variables 
F ('. », «.!».«) = *»' 

■ de trouver l'iaUgrate de celle équation qui, pour 
il 4 une fonclion donnto de y 

'=?(»)■ 

•uîle, que ^i noua renplafona « et y par deux 
Im indépendante* « et p, intégrer réqatfioa (i) 



atrHarr itaiimU, m<-llllS. 

tiHê HihmMti»f. p. I»ll. U l»MiM pHaUll di Wl» a 

rtm k r«m» Il in fjtrritf 4-AMIf 1 it Hfuftt Trf'frifi| 



ofAP. T. — HfiiMM M ckvan. càMaatamaoaa. 403 

iwl eai àlwOTwdpq touOiam c, y, c^fdaaclde} véribat 
réqnatÏM (1) ot U rriàtiM 

(S) rfx = p de -h f <(y. 

Ctaehy, tmai «m idéa d^Amptr», eoMem la nriibb « «t 



(S>t*teitalan 

V^Imm, patqiM 1m bndioas y, s, j>, f de « al « nlWml k 
rAiiiÉliM (1), dia Balitfoat imsi «nx deox équOioas qn'oa m 
déd^M a h dérinut par rapport i « et par rapport i « : 



« 






n s'agît doue da Ifwmr quatre foDctiooi y» *tP, q dei nrîablet x 
atmatiafaiwiitaBX<qiiatioiii(3)et(4). L'aifiOea da Gaa^y eonaiata 
à eboùir la nriable tt d« bçon i obtenir «n ijatima de quaU» 
ëquliona o& sa figurent qoa dei diriT^es partiellea par rapport k la 
variable «. Nooa avona d^ deux équatiow dans les spIteMa (3) 
•t (d), aaiiilaiaaat à cette oonditioa; poor ea arcir d'aotm, vmm 
Mw MniroDs de la nlalioB 

éxTît énéx' 
Dea dqMtioM ^ M tire 

^» ^àp *9*1Ê J'y 



4X4« #W^«M#« 



<■» _iqit <»» ''.„| 

an éx4u ém^ \^, 

A*. Am l.t'l 

• (*); ;■ 



lintpwwpportà-i. jL* 



■ raiiable «, de bçoa que Toa lit 



n pomiltU; en riTel, tur om nrihe* int^nk 
\ Kint <l«i boctioDfl déterminées de c rt y; ** •■ 
latioB eumnH) une équalioii dilTémittelIt astre y 

•ufOn de 4<Mînir b noiivelle wriaUe « 



M qudeontiue. la variahie « Aaal dwnie «ÎMi. 
A êtve idrotiquemeiit ■»>, il but néeenaimiMat 



le«K nouvelles éi]itatioiu iiu deux premiéne dei 
, M voîl ijue les foodioM y, f,j»,tdexetde« 



.T. — 



W 



àx 

Lk wiible « M figonutt pat <bM cm éqMtioiM, lei îot^nte y» s, 
^» f M peatMnt dépendre de « qiM par nntcmiédiaira des mleon 
>Biti>l* y«* ^ Pw 4» «Mvespoadaat i b nlevr «, dt «. Lw 
dq M t i o — (^ pcnvnnt iTderir» 



(»') 






rfs 



Pi» 






i b Uww b u» fréenément le ^stène anqMl «■ eit ewid«it duw 

h ■éttede de Lagîtage et Caiaipa. Cee éqiattk— (y^ 
r«««M d^ TCONuqaè, adawtUnt natifrale diidMto 



F(«> y> «>F» f) sF(»„ y» <w Al ft>> 
dose le* vdean initialei mIMmiI i la nhlioa 



(•) 



'(a^yt»^P«tï.) = <^ 



les Ibadieoe y, s» ji, f férifiemt réqnatioa 

F(«,|fyf,JI,Ç)=0. 



Sdilalon 



O 



f = A (•> •••> fiX "" 



Ifli fBfndet q«i nprtwnloii las wlégnlet dtt tfrtène (^ 
4mI an nkmi Uliakt y^, ^, ji«, 9^ virifianf féfwtioii (tf). Tool» 
ial^nb io FéqnalMNi (1) sVMîoidia «a lempbcuil, daM ett eipra»* 
1^ ^9mP.V^ *• faadipiii uw i mAIw d> m, rl iiii î» de 







106 U0CO3CS mm lks iwknom Mm Btoi w iM rAmnin. 

telW bçoo qiM les ëqttatidtt«(:I)soiMlt Mtitlkîiai, Or, la piMiiért 4it 
écpnlioni (3) ctl vériOée, ctr é'ctl um dat éfuatioM «la système (&); 
par asnséquanl, il Gnil al il sufltt que Vcm ail 

au ^én 
C2audi7 MlislUl i ostta éqiutiott aa pranaal 

y# = «»f «•=sf(««). *# = f'(»X 

p«élaDldétenniiiéparla6aiidilioa(6). Pbur<lémoiitrari|«ala nIaliaB 
prërédanta asi Uen vérifiée de celte façon» paeons 

en an 



d'ailleiira, puisque 



d*s àq ày 
éxàu é*àu 



— f 






é»àu 



as 
êx 

àm 



4y 



^» ^àp êqiv 



^y 



âuàx ^ dxà 



àU #*s 

PuiioBa dans t~ eelta valeur de -r — r- * U ^^>m^ 

àV ^^àp dq au 'f ^Sf. 
^ Jtî 4ii dx lia- <lu 

Raïuplacieiia encûre, daas cette expreesien» T" ^ 7* P^ 
eiprassieus tirées de (5) et noua aurons 

^àq . 



dU 



PL du 



du 



du^^ duj 



Enfin» puisque les fondions y» s» p, q satisfonl à réqnatien 

F(ap,y,f,p,q)ssO, 



«I «9 tu dUBraatiiiit ptr n^porl à ti, 



«07 









àu 


al, ptr Mite, 

• 












4U 




-Hi= 


-1», 


<r«A, M iaUgml, 


■ 










U, dérigMot la «dear de U pour x ss «^ Or, pavr « ss «^, on a 

Os a dose» pavr lauia valavr da «, 

U = 0. 

RsxAiiQUK. — M. Bertrand a tàh ranarquar que la ramanemenl 

-ri" 

prtoMa&t ii*e^l eiacl que ai le ladeiir e * a'aal paa iafiiiiaMBl 
grand. Or, pour qa*il en aail ainai, i! fiindrait qae / ^dx HA lui- 
néma infinimenl grand, ce qui na peut arriver, an moina ai on 
anppaae x anOi«amnient voiain de ar^, que ai 5 eat infini pour lea 
valenn inilialea, ^eal-4-dire ai P^ ss 0. D'ailleura, en farln 4ea 
dqualiona (5*), an a -^ s -^; an peul donc remplaeerTinUgrala 

^dxfÊT natégnde f jr ily qui italara finie ai Q» est diflSrani 
daO, ^ ai Q^ élail nul, an prandrail nn dea dans anirea rapparia 



'^dp —dq 











an aail dana qna la raieonnaniani prieédani . na panrra lambar 



108 Liçom Mm 1» tetunom adi nAuvéïa vartuuju. 
rMkmtnt w lUfiuit ifn» n 1m nlMtn iailiak» «vriOMt W ^«alnt 
iqMUoM 

8fU M Mt ajui, b hetnr owridM poum rMImimt Mra iatkî. 
Maûi si oa biaw i h «on^nUnle a*, el à lu Aiiiclioii ; (y) iMito leur 
fèuènlitA, OD voit qite 1m kuIm iaWgnIes tazquellet ne «"«ppliqiia 
pw h mMhode jirécédeiila «oui cellei tloat toui les éléineatk vAnflent 
Im quatn ^uation* éetito» plu* haut, e'«t-i-<)irB 1m ioUgnk* 
ringuHina. 

EzKMPLK. — Prenons l'^iution IreîUe pw CUoeby 

le tpUitut d'équations dilBreolidles correspondant est 
d* dy dt dp dq 

En réduisant au utee diaominaleur pq^ji'j tl su^rinuuM ce 
dénoniinateui-, il vient 

péx'ssqdf/^ — ^x dp = ydq. 

On lira saceesiiwment de ces équations 

P " 1 i » ¥ 

j>. ». f. ». ». ». 

PMr «nitr l'inUgnl* qni, pour r = x^ ■» rM«it à 7 (y)» MM 
piwdml. ».=«, s, = f («),}, = ,'(«).••. I»' «ùte, p. = jS^ 
L'wUynle denuDilée miv rvpnHenUe par In &|tutioiu 



tMÈP. T. — M^THODC K CâOCST. 

qai peQYenl encore t'écrire 



CàBàCtiSUMiËWËMm 1M 



(»-?w)frw=ii(a^-*;); 

00 jrcmtrqQani que, si oo regarde ti eommo M pomnMro fferiaMo, 
Il feoondo équation «ot k dériféo do h piooiièri por nppoK i oo 
poramàtro. 



48. En énonçant les réfrullats obfonnt on langage géomélriqno, 
Dona pooTona dire qne nom a?ona délenniné une auifaco intégrale 
passant par une eonrbe plane donnée, aitiiée dans un plan parallélo 
an plan des yz. Nous avons m qu*on pouvait ao proposer, d'une 
façon plus générale, de déterminer une suiCmo intégrale passant par 
une eour))e gauche qtieloonqoe. H est vrai que, par un cbangement 
de variables, eotte question se ramène à la préeédente; mais il suffit 
de modifier très peu le raisonnement de Cauehy pour traiter diraele- 
ment ee nouveau problème» En eOel, il suit de ce qui précède 
qu'étant donnée une suriSiGe intégrale S, on peut toigours choisir 
une variable indépendante u, de telle fiiçon que y, s, ji, f , conai» 
dérôes comme fonctions de x et de n, vérifient les équations ÇS^ 
Ces fondions yt s, p, g ne pourront dépendre de u que par Finlsr» 
médiairs des valeurs initiales s^ y^ s «, p^ q^ Cauefaj auppomiC 
que 9^ était pris constant, maia cetio rsstridion n*est éfidsmmsni 
pas nécsssaira» 

On voit d*abord, comme plus haut, que IssialeaiB faMalao dohwl 
vérifier k idation 

ce que nous supposerons toigours. Soit akffs 



(«) 



A («« yt *f Pf f f 't» 90, «•» pf, f •) 

/t (*» • • • *#» • • î») 



/l(«, 



• • 



^•» 



«.)« 



0. 

Or 
0» 



Im IbmMfet q«i doniMot las intignlM ùm •yvUmé Oi)» 
i «M nlwm irflMaf. T(Ml» Mignat et rtfwtini (1) 







■C-^ 



*-r - -,. 



■;<Àl 



.'* ^ 



'^G 



* ■i-~ 



^^^^ rf-i 



■^■. 



-iJ. 



►K^'V 



,-.<^,. 
--<. 



c^/1 



V. 



*-' >-' 



R US fttDJLTWStt AUX OÉHIVin MMinXB. 

I, pourra qm x„ y^ r„ ^,, 9, Ktleitt de* t 

bonîMde w. 

laétiH in» les mIcuIx, |>OMHt «vm M. Iterboux, 

nrialils Miiiliâirr doot noM mppotMva* h vilMr 
', ce qu'on p«ut louj«un Ciira. En ialôxnuit cm 
mn an lyitùnw il« U bmM 

.' i«=fi('.-'f. »..•.. !>#.».). 
l »=».(<,«.. • . ■ «A 
j s=ç,(I,»„ ... fv), 
' J> = f.('.», • ■ ■ «J. 



» = ?.('.'» • «.). 



it «■ «yiUfiw (8). CiM eiiu| fonetioiu vMUeat h 

F(*,».«.»'.«) = 0. 
M «M inUfrak du aipUnte ooiuidM; oM u auMi 
«: ix à) 

fan (•) douoM «u inUgnh i rttuulioa (1), il 
s bneliout vâriQeiit l« relation 



J'y dp d* ê^in 
' d« dl dl di> dl d«° 



• dl ' d« dl d« d« d« d« 



J|id^_d/d£d^dy_d3d|f 
>» dl dl du du dl dl Ta' 



cBàp. r. — MtrnoDB k Câucnt. CAKACi inig t iWk Iti 



4rC 9» al vf 

«1 — (Y «^ fZ); il fieal 



pZ)t 



^1 âm eu au 



îî*K' 



eu 



+ f 



^^ 



0l€OllinM 



•^ ^ I -T— SB «» A -r*f 



au du eu au 



Brate 



4V 



-'[i-:-'$5-'î5]— «• 



IWMy en iol^fruily 






l^MV fM U Mit anl» 3 fiial et il tallit que 
< f Mt t di r e que Poa ait 



(«) 






S 



Un* ee cm, robjectioa et M. Bertnuii m m p rt t e a te phw, car 

— Z il^ reste toigoiiri fini^ P^^^^i'^^ ^m Z reste fini, ce que àeiae 

eappceone. Ibie poar qM te eyslAeM (9) estt éqvbalenl a« sf^^ 
il Ciiil qne tons les dteomioatem da tysiéiiie (V) ne seîeat pee 
mvhf pèar les Tafeart initiales, car alers la seule intégrsie serait 



A 



•=«f lf = lftf 



Vf • — ••! P == Fit 



«C le système (9) ne senul plus étfnifalent an sfstème (B). 

CSherdions maintenant à déterminer nne snrfafe inMafsle passant 
par k'conriie (anche 

«aX(<i)t tf^ViW^ ^sv(«)- 
n enfBrà de prendre penr ob^» jf^» r^ les ndenn X (ii)t |i («X ^ (tOt 



\ 



\ 




IIS uçom rai ua Aoqatwm» ftvx i 
ji, «1 f « «not détaniBés par les é^iulioM 

•^ (•) = *• V /«) + f • n* KU). 
Um nleun de ji, c( 4 M doaRta p*r <!)!• fonmilM, «Mt <UMl4»paU« 
an voi«i«age de h :s tt, si le dAterminuit floMetÏMael 

»*«rt pu au) pour oa syitteie de nleun. 

L« dmu premicceM des. «qiulioDS (A) pourront alort Htm léariMa 
par rapport i t et à «, qui wnmt dea Ibadiona défdoppablaa d»« «t 
de y, car la détcrminuit fonctioiioal 

lHt,'H) ~ et ^tr a»àt 

ae ràdoit au prûcddenl pour ( = 0, h s h,. Es portant na «daara 
daiia l'expreMioa de z, on aura pour t uaa fonction dtftaleppaUe 
de SB et y. Si ce déicrniinaul wt nul, l'iotésnle ne caua pw 
d*«xister en général, mais elle préteole une HinitulariU an point 



Dniia la u» particulier traité par duchy, le dâtemlnant précédant 
■c réduit k P^ Si donc P, n'est pas nul, on obtient pour s une 
foodion dévaloppnble da tariablca x «t y; ce qui e%l bien oHiroma 
an tiiéorème général. 

Rkmaiiqvb, — La méthode de Cauebr fournit auasi um intéfrale 
eoniplètc, car ou aaliarait à la Tolatjua 

en prenant a, = «, y, = *, s, = e, a. *, c étant In»» conalanlaa; 
P^ «I 4« aont lié* par la amla relalion 

L'ioUvr^ ainai oUenue dûiiend dea troi« «nalantaa a, (, « al il aaiat 
d« prendre pour l'une d'ell«> une coasUnte abaolM pour avùr un* 
int^Bmla complète. 



caur. T. — MtnioDB de gauchy* GÂBACTÉannQUES. il3 

40. Caraeléristiqiias. — Les résulUts .préoédenU sont susoep» 
liblet d*iiiie interprétation géométrique importante. Si dans les 
équations (B) nons regardons »^ y^ 9^ p^p g^ comme constants et 
I comme Tariable^ les trois premières équations représentent une 
certaine courbe qui se déplace en engendrant la surface intégrale 
quand on Cul varier u. Toute courbe dé cette famille est complète- 
ment déterminée quand on se donne les valeurs y,, s^ q^ qui corres- 
pondent i une valeur donnée x, de x, p^ se déduisant de la rdation 
P (^9 Vm *f P«9 9«) = 0. Ces courbes dépendent donc de trois para* 
mètres aibitraires; elles forment un complexe de courbes, et nous 
voyons que toute surface inté;(rale est engendrée par les courbes de ce 
complexe, que nous appellerons corad^rullfues, associées suivant 
une certaine loi« sauf les intégrales singulières t^ue nous avons laissées 
decété. 

Appdons HimetU renseroble d*un point (x, y, s) et d'un plan de 
eoefBdents angulaires (p, q) passant par ce point De tout élément 
dont les coordonnées vérifient la relation F =s 0, part une courbe 
caneléristique, en général bien déterminée, tangente à cet élément. 
Hais, d*apr&s les dernières des fimnules (9), nous voyons que les 
valeurs de p et de f sont elles-mêmes déterminées complètement tout 
le long de cette caractéristique. On est donc conduit i Timportante 
proposition que voici : Si deux eur faces intégralee êoni tangenieê, 
^eet-à-dire ent un éliment commun, elles êont tangenieê tout le 
teng de la caradérieHque isiue de eH élément. 

L'intégrale comiplète obtenue en faisant x^ = a, y^ ss è, s« ss e 
n'est autre cbooe, on le voit, que le lieu des caractéristiques issues du 
point (a, è, e). On reconnaît facilement que les tangentes an diverses 
carutéristiques issues d'un poini M fbrment, en général, un cône 
ayant eon sommet en ce point; ce point If sera donc un point 
singulier pour la surfcce engendrée par ces caracté r istiques. 

■ 

80» La méthode de Cauchy s'étend an cas d*nn nombre quelconque 
de variables. U est commode, pour simplifier reipceition, d'étendre 
immédiatement 4 css équations la notîwi de caractéristique. Nous 
adontsmna la nktthiidfl anivia nar IL Deiboiix ft\. Considérons 



1% MêtKêmwÊf itÊ 
erèNkP^tUei 



ênfltlUmttÊ mfÊ €^9ÊfitÊ9 



tuvii,iMai. 



fÊrtitUiÊ Jv •fvfwâft 



^^:is^.\ 



Qt5* 



^":^ 






''.'■>-<. 



l^:^ 



iS-:; 



M* 









r*-* 



•s** 










lSV' 









.t 



¥*'■" 









■s' ^ ■. ' 



*^??te.*A 
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114 UD^m ttm u» AouATiom aux uteiffM 

réqtiftikm 

(H) P (f , j>|, «i, ..., «^ pg, ji^ ...» j»0 as 0, 

que nous écriitMis touvenl plus brttfeaiaat 

• ss V ^:f|, Xgy ««.f flCy 

nue îolégrah qudcoaqiie de oM% ëqualîon. Nous iqppeUevpu é Ut m mU 
de l*iotégr»la rensemble d'un système de indetin dp% arj, •••, «S d 
des valifim corfeepondantes s% p{, p2» •••> Pip ^^^ P<^mb^ eomme 
plus haut, 

Pt = 



et soit 









Zs 



<»s' 



Supposons qu'on bsse varier les élémeiits à partir de eeHaiMa 
valeurs initiales s^, xf » pt» de façon à salisftdfu totQours ans éqnatians 
différentielles («) 

— ' =s ^** = ... = ^ = de 

I désignant une lariable auxiliaire dont la valeur initiale sera nulle. 

II nst clair que ces équations déterminent complètement ce qn*on 
peai appeler un système de courbes situées sur la surfiioa intégnle» 
si Ton suppose connue s en fonction de x^, x,, ...^ x.. C*est i cett» 
suite simplement infinie d'éléments que nous donnerons le nom de 
caraeUriêHq^. Nous allons montrer que» sans connaître Pexpre^ 
sjon de s, on peut joindre aux équations prâcèdenies d'autras équa* 
fions différentielles qui permettent de définir complètement la 
variation des variables s, x.» ^, le long d*une caractéristique. 

Partons d'un élément de l'intégrale s, x,, p« et attribuons knx 
variables des accroissemenU définis par les formules piécôdentes et 



|t| ce pruiédÀ Mt M«MiU|iM a« loM à celui et Cauclix. Ctr tl micat à bmbiIm m^m 
x^r\*hUi% IttUêi «Adanlca * . *l ■ - I Mtrti ««riablcs % , g,. ,, Hurfalft et UUe fKU^|1lS 

tnu «il >v', •" iî^' •* *"^*** *•*•» *""• ^ ^^ mwux qtt€ roa aur» Mwite Itt 

s- — - p; 



CBAP. ?• — mtniemL m gaucht* garactCiuriqii». lis 

rëfaalioa dt k Mrfhct ialégnle. Oa aufi «alie 
kt iditioM 

4« ss J», rf«, •*- ... + Pn d*^ 
*ft =* Fii «^ -•• ••• + Pf>. **m» 



d'ailleond* FéqaaliM (11) oa dAhiit, «n diSirenUaBt pw npp"* 

X| ••• 1»|Z •!• P,p4| •*• ... •*• Pj^ s 0. 

ItonpiT». P.. ... P. pT !«. «le-» ^. -. î^-. a ^ 

(X| HK j»<Z)iir 4- J9|| ilxg -1- ... -f. ji^ila^sO, 
cTcil-àHlirv 

(X| -4- jPiZ) de 4- dpc s a 

Ged nous prooTa qaa las éléoientt d'une inUiinnria aatifCMil, iaot la 
laog d*iiiia caradéritliqua, «n ayatèiiie'd'ëqiiatioiis diilereiitaellaa 



(4* 



/ j, d*._ _d*, à 

p*=Pi Tr-ftPTT: 

( 






CSat équations na dépandant pas da la iNidion ^ ét^ par aoHa, aa 
peiil déCanniiier las éléniente wiccaMift la lany d*iuM aaradériatiqiia 
«ma comiillra rinlégnla. La eafadarisliqtta iaaya d*ua ëléaBaol 
détarminé âef , pr* i^ aai donc bian dètanniiiéa. Oa ao aondul qiia 
ai 4fii9 faldjyitriia aiU III» iiÉMBiT aaauMiii^ allât aiil an CMUMtm 
fana €€usc wti aaiif tihiét eut I# €Ê9wciéfitiiûw$ têÊtiiÊ da aa( 
iflifaïaiif, 

S laa détiominataura daa éqnatiana (IS) watanl fiais at aa asat 
pas laus dais pour las falaun iailîalaay aa fua aaos sappaasraos, aa 
tifwa da ess éfaatiaas 



(U) 






(l,<sl,9,...,»X 






■ uti iQuuioK> Aint DterrteB KuriGuicm. 

*, /'«tant d« fimctioM «MlisMi de t «t dea nlter» - 

« entre corlaiiiea liniitM. 

« intégrale efl un lim im cuMlMitHiMi, il wt 

nti^lu wn repr^MttUe par lei formulée (13), «A 

*( *ft P! <1«* fiNKliou 4e n — 1 «iriahlei ia<Upen< 

h> lelle t»(ou que eei ft wctia w c, «4, p* vériOeitt lee 

(f t — )>, «(«1 — ... — y^ da^ ss 0. 

■lu cysUiM (ISX n •ttfSra que Fm tlt 

r («•,»?, pi) = 0, 
liAre équation Mit TérifUe. D'outre |«it, ea • mmI 

; xf, pi Mtent det bncltone de « nritbiea «,, ti,, 
fw per la lettie t In dilKrealklIea eoncepondenl 
ntsSUi i», d*toM vu-UMci. Potom 

J = ï* — j»,l<i — ... —p. 6»^ 

sdïs — p, dBX| — ... — padlx. 
— dp, 8*, — ... — dp, ï»„ 

int les diKivnliellea quand t muI varie. PM l ear^ 

s 9 ds — p, 3 djf, — ... — p, 8 d*, 
— ïp, d«, — ... — ip^ dx^ 

it in(erv«rlir le» ^>vnlionii d et 2, 
dU =^ {ipt dx, - dp, 8»,), 
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Puifi|m Sy Xif pt férifieiil réqaaUoo (11)» m uni 



par toile, 

•I 






Four que U aoil nul, 9 faut d 3 fsflK qoe U« toit mI, a ' m tè < i ra 
que Ton ait 

8i^ — PÎ ï*î — — — FÎ ï«5 Œ 0. 

En résomé, pour atoir une inlégraley jGuit et il aalDl que les 
valean inilialei toient dea Cmclioiia de (n — 1) nuriaUea îndëpett- 
daatea «p m,, ...f «i..i aatiafiiiaaiit aux lelaliaBa 



(i4) 



( iM^ — pl 8»; — ... — jtf B«S sO. 



Ed parlicalier, si en veut moir Fintégrale de Ganehj q«if P^ir 
âr, s= x% se réduit i une fSNiclioii dénuée • (x^ x„ ..., «;iX <mi 
pourra prendre comme Yariables indépendanlos «S» xj, .«.^ «S elt 
alsrst la deuxième des relations (14) donnera les conditions 

La taleor de p\ sere donnée par la prsmièra dse fimnoles (14), et 
cette valeur sera iévéhpp^hh si P{ est diStoent de 0. Lss équa- 
tions (13) donneront aisrs pour s, «g» •••» ss^i dos fcneUene défdop 
pshies de I, «S, •••» abS. Ls déCeraainant fonctionnel 

D (gf g|f **«f <0 
D (<f «St --f «2) 

eè réduit au début à P}, qui n^est pas nul par hypoChèee. On pourra 
donc tirsr I, «J, •••, «2 en iimetion de «g, •••t sb^ et en portant ces 
valeurs dans I^expressaon de t| en voit que s eora une fniction 
iMlonMirplie de s^, «i, •••» ««• 

Comme dans le cas de trois variabiss, la solution piécédsnle est 
loin de répondre i tentée les qusstmm que Ton psnt se prep oss r 
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rdIitifcMMt MX iaUffnlM. Pour «n rtr d* M 

aïKWM MlotioB, 11 Bras tiat rëMwln d« k miaièrt h jJm | 

le» «qnaUmu (U). Lm n 4- 1 finetioM s*» «*, ..^ oe* dépenikat 

de » — 1 nriiblfls wutoiiMBt, il j t«n au mofu detix i 

distiDctet Mitra ces ronetioM, «t •* catnni néoemùreiiMBt i 

l'uiw de CM niatïona, d'apfèe k MOoikb du équttions (14). ( 

a pria loa auivantaa : 

c* at (?•, s* SE « («;, .... a*). 

Preaoiu-«n un iwmbr* qudeaafiM k et wippoao a a-lea réMliM 
rapport i t*, cj, ..., ««-» 



<. Ciudij 



Ed remplaçant dans la aeooade des équations (14) et en 
sera les ooefBc>Bta de 4x1 à*!t <*» «Msnt n — ft -t- 1 



«S). 



ê^-"'-^ -■■-'>--'>- 



qui, jMBlas à b idaUoB ¥ <s^» sf, ^), penacUnot d'uspriiMr 
yîi •••» W «• fenctioB da * — 3 d'entre «Uaa. On voit qna toutaa las 
valaura iwitialas s'esprîncnt en fooetioa k — 1 variables. 

liea retatloAi (14) étant satisbilae, las fonctions s, «« p^ 4e 
n variaUes représentées par les ronnules (13) Térinent les équations 

F (s, Xi, pt) = 0. dx — p, <iZ| — ... — f, dx, s 0. 
Elles d(nnent donc une intésrale de l'équation propoaée. Tbutefois. la 
métbade donne lieu aux remarques niivantea : 

i* Il pourrait arriTer que lea fonctions /, f^ ft, qni aMitiennant lea 
n variablea indt^^iondantes, le réduisent i des Ibnctïons d'nn moindre 
nombre de rariablei. Il est facile de voir dans quels eaa cett: dreona- 
lanee se pt^sentera. Les relations établies entre les valeurs initialea 
**i ^t pt déterminent une multiplicité i (n — 1) dimenstona 
«oaapoeée d'éléments. De chaque éléntent de cette multiplicité part 



JJ 
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mm cmdérisliqiie, et Tenaeinble de eet earadérittiqiiM fomie prtei* 
•énitiil rintégnle. Il eit dtir que cal easenble forme, en général, 
«ae mulliplicilë i ii dimeneioiie, umt daiM le cm perticiilier où la 
maltiplidlé des valeon iiiîUalee eeraii elle*iiièiiie compoeée de 
caradériatiqnee. 

9* Ce caa eicepfiomid écarté, réUmioatioo de t, «i, ..^ Hn^i entre 
leereiatMMic(13) 

» = /> ^ = féf 

condaira, en fénéfal, i nne aeale relation 

et la fonction • aéra évidemment nne intégrale. D n'en aérait plu* de 
mémo ai des éi|nationa (13) on pouvait déduira pliiaieora relatioDa 
entra lea variaUea a, »i. Cependant, par une exienaion du mot 
inl^nila, due i M. Sophua Lie, noua ne rqetterona paa caa adutiona. 
D'une manière génénde, noua détignerona aooi le nom à^iniégrmtê 
tout ayvttaae d'élèmenta vérifiant lea rdationa 

et dépendant de n variables indépendantea. 

Noua reviandrana plua loin aur cette définition nouvelle de Pinte* 
grale. 

# 

51. On aatiafoit ans équationa (14) en prenant pour opf , K* des 
eonatantea, lea valeurs initiales étant liéea par la eeule relation 

LlntégfiW ainal obtenue, qui eat formée par Peneemble dse caraelé- 
riaUquea isanea dTun point, dépend de ii -^ 1 eanalanlea arUlraifea. 
li en attribue à Fune d'ellea une valeur déterminée,' on aum mie 
Inlégrale complète de l'équation (11). Ce aéra d'alUeura UM véritable 
intégtale complète, car ai lea Mémento de ceUe inlégrale vérifiaient 
uni autre équation que Féquation (11), 

F|(»»«iifl>i)=«i 
en devrait avoir, puiaque pour f as 0, a, «i, p^ ae réduiaant respeeti- 
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tT^T* <? 



.^ —• ^ I 



• »y,« 
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^K 



-^yj\ 



m htgvKM ira LB A)V«nom wx oterrtn runnui. 

es qui me peut pM «m, pniaiM )m nlaan iaitUw ^, ..^ fi Mrt 

IUm ptr la Mvif ntatioa 

. RntAWin: I. — Il powm ■»!?«( dm» MctalM cas, qw «Mi 
■Dtëgrala ne soit pas une iat^nla prapraneat ^la, BMÎa aaa 
inUtrala au aeni ]^ub large da H. Lia^ SappoMma qua F (z,, p^} ■»% 
liomogèna par rapport au variablea p^ at ne renfens* pas s; daaa ea 
cas, dca ëquations qui repréientent renaenble det earacUnatiquei 

iwuat d'ua poiat (c*, xf xj) on poona dMuire au moina deui 

relationa entn les variables s, x^ 2^. Des éqaatîoaa difffrentieUai 

des earaetérisliques oo tira d'abori, puisque 

y.P, + ... + p,P. = 11F (x^ pO =« 0, 
s as s*. D^m autre eftlë, ees Aqualioas ne diaagast pas quand on 
ebanga p^ eu Xp^, "k dériensnt une constante quelconque. Ou peut 
donc, sans restreindre la généralité, supposa- la valeur initiale de ji, 
égale à l'unité par exemple, p*, = 1. Alors »„ ..., x^ dana lea ' 
fonnulet (1^* dépendront de ( et des n — 1 variables pi, ,.., pi qid 
sont liées par la relation F, = 0. Ces n fonctions ne tenrerment 
donc que n — i variables indépendanle*, «f l'âimination de «es 
variables conduira au moins 1 une relation entra x,, x„ ..., x,. It . 
en sera encore de inéme si la fonction F, tout en eonlenant s, était 
botnogène par rapport à p„ ..., p,. En effet, si le lieu des caracté- 
ristiques issues d'un point (s*, x^, ..., x*) était représenté psr nue 
seule relation entre z, x„ ..., x„ cette relation serait nécessairement 
s = 2*, et on aurait pour tous les élémenls de cette inlégnie p* = 0, 
équatÎMis qui ne résultent pas de la relation F (z, Xj, p^ ^ 0. 

Rehaiique II. — On pourra totgours obtenir une infinité d'inté- 
grales eonplèles par la mélbode de Cauchy; on chercbera pour cela 
une intégrale se réduisant, pour x, = xj, à une lunction donnée i 
l'avance 

f(«, aw«i, -.0. 

contenant n paranaMres variables a„ «,, ..., m^. 

sa. La métliode de Cauchy nous a conduit à une notion nou\-elle, 
edie des eeractérUtique». Il est aisé de voir que cette notion peut. 



€MàP. %. — ifinioDs vm CÂUonr. CâBAcrÉiumQun. ISl 

d*«M naiiiira Irtt ntanllei te dAdum dm pmédé enplajé par 
L^paaft pow oMettir r infégnle fënérale m nojeo d*OM iotëgnie 
tamjMê. 

PlMMis d*aboid «M éqoatioB i bob nriables. Nom tvoiit ?ii qM 
•i ▼ («t y, f 9 «t è) SES iil ue intégnie eonpIAto, m oMiMt «m 
•iifflM8 ialégralê m dUminaat • entre lee éqnelleai 



(15) 






en on a peié hssf (aV (Va tU^^ Aqntlkuui (U^ wprtaen tait nne 
eourlie dépendent d'un peramètre •» dont le lien eU h enrfiMe inlA- 
fnle. Lee éfnatione de eelle eenrbe eont de le Inme 



(16) 






#9 ty e étant dee peremitree eribitmiree. Lee eonribee (18) fnrniiMt 
nn eemptace, et none fojone qne lee jwirfe ee e intégraiee eeat dee 
enrfecee engendrées per lee conrbee de ee eompleiey mecMee enifint 
nne eertaine loL Gonsidérone nne de cee courbes eerreependent eu 
irelenrs n^ k^ c^ des perunètres, lontee les enrfiieee intégndes 
ebtenoee en nejen de fbnctione f , Idlee qne 

*f = f(«t)f ^ = f(«t)f 

p««M«al par cette eonilte «t MToot ianfoilci «Btra «Oci toat !• hMf 
de celle oonAe, car lee «tleon de p et f » qai, pew mm ftàmi f mI- 
«OQ^pM d*ÉM corftce iotégnle, aaal doanéee par lai éq«aîio«a 

rr 



4Y av . 



éY 

*7: 



penr tentée eee 



e SB ^ (*|9 *t> •••% ^ ^$ ^t •••# ^ 

iniégnde eampIMe d*nne éqpuitien dn pnmier.eidfn à 






\ 



\ 



\ 



:1 



ï^ 



3 



4 



ftii ionl oomiMtîblw, poum qo* *t *o Pà TérMert h nbttta 
P (<• 'ti n) = 0, par npport i «o «». .*., «^i «a «nlira 

•i = f I (*. «I. Pù* "•» «. = n (»» «» A). 



Si Bova portons du» ces expre»MM Ici nlmn dtt 'd «,> ...( a.» 

BMU en déduinnu pour 6,, 6„ ..., 6. des vtl«un bi«n MUanalaàm 

I^tSn <qnaUoiM 

(t7) )«.= f.(l.x„ftX <i = l,S,....iiK 

déterminant une tnnltîplieilé i «ms dimensioB eomposén d*AUfMBls, 
qusud on y regarde Sj «l fc^ comnw des eonstsales «ysint das mlaura 
déterminées. I^r tout élément x*, ^, pf, vérifluit l> reUtion P, =s 0, 
il passe «ne de ces multipUdUs, et nne s«iile, donnée par les équations 

F = 0. f, = »^, «. = «:. 

Appelons enraeWrâtJftiea les maltiplieilés qui tionnent fétrn 
définies. Pour démontrer que toute surface inlégnte est un lien do 
caractérîstiquea, il suffit évidemment de prou?er que tonte aurftoo 
intétcnde qui passe par un tiément contient ta multiplicité canet<> 
tistique issue de cet élément. Pour cela, reprenons le procédé ds 
Lsfcnng» pour déduire de l'intégrale eomi^éte z = 4 une nourelle 
inlégnle. Soient 

i a, s n, (0,4.1, —.a,), 

«, = 0, («,♦ (^), 

les relations qui lient a^, a„ ..., a., que nous supposeront résolues 



aur. V. — MtnooB ob ckvcmt. CAaACrtamiQi». iS3 
ttffoil i «„ ..^ m,. Lt reialioa 

à* 






••• 



^«. 



<«.-o. 



f^Mt 



éti» ntit&ile, part $fiain 

d•^ ^ h, dm, ^ ... ^ (a tf«u :bO. 

niflagom «,, M., «^ par bon «dans tifées des faai«lM(M) «1 
4gdoM i liio Im coefBewnte des dillifnirtkllM il%«.i» ...» 4«u> H 



an. . ^n, 

^ -■— Og j ""^ ••• •" W| ^ 



,,^«i,,.=a. 



(19) { rf,,^. 



^ •• x: — — .~ — ^ »_ — %*i^Wi 



àa 



t-*-* 



^«(4>t 



55: • 55" • 






0. 



Llnlégnle «hw c hée «'obtiait tm âimioant «|, «,, 
r^fuliaa < — ♦ 3s «t Im équationa (iS) cl (19) ot 



—i 






\n SIS 3*9 9y «aat ^y* 

conmpondttitot d« P|, p,, ..., p^^ wimit Ibumiit par Im 



Pi^ 



àXi 



On fmA dire cncora qw Ton ditindra toatat les ralalioiii qui Ueiil 
lis Mmeato de cette intégnle en éliinîiiant «g, «,, ...y n^ entra lee 
[1^ et (19) et les équations 

^ à* 



<i»r 



I^X| 



Or estle éUminatian peut ee fairs eomme il sdt : des (m -l- 1) éqna- 
Hsns (19)^ en tire d*abefd la rdation FsOt pois 0| s 91 (s, «^ p^, 
et par enite K &3 Cji (i, x^ pij. De sorte que flntégnle es nsi dérée 
esra wpr iss a lés par les équations (18) et (19), et en suppose eiietK 
lenylaeéea par les fonctions fi et 41^ jointes à la relation F s 0. Los 
{lfl)et (19) ne dépsndsnt que des (Sn — 1) fisnctions fg. 



■ Us COOAtWin AUX ktelViU fÂKttWUJBt. 
i par opnadqiMal, ti diet wnt vérifitfea par li« coqi<> 
hMBt 2*, af , p?, ellct Hfoat encore «^rite par 
U3m que le* fonetioiu f , et ^ ooawrrent ta. même 
ra par toos let élèmeal» de ta awltiplicité 

..=ff, «=«. (iîi;?;::,;)- 

af laa îaU(ntaa MnfcaUêm de l4graa(e aaïqMllM 
ne a'applique pltu, toutes ka iaUgraka tfobHnuMwt 
lat une eertaiiw loi lea mvlUpIidtéa arac K cialiquea, 
lée par lea rdationa <18) et (19). 
rideotiU de* deux d^CnitioDa dea caradéfûtiqoea, 
ir lea équaliou différenliellea dea mullîplicïtéa prt- 
e 2 ïs • eat une ioUcnta complète de l'équalMM 
quà» que soient c^, o^. 



.(*..tî) = .; 



«r niiport à Xi, et par rapport à a,, il vient 

lioD3 do la muHipliciU toiu là fimn* éqninleiiU A 



(i = l,S,...,n), 
(11=2,3,-."). 

■riiitraini. Meua dtatingnenoa den I 




i>(" «j 
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J^m 00 CM, oa pourra mMrt les équatioûs de h aNdUplieilé 
h fmae éfuhâleate 



CM) 



5 = *, Pi 






= fi<f 



(I s= 1, S, •.., If), 



îatrodiiisut hm variable auiliaira I, c^f e^ .^f ^ Jii itmat im^ 
ifdiee coDSlaiilee. Les demièreeëqoalieM denoeiMl»!» a^, .^^ s^ 
CB fanclioa de I, «I les premières doaaeiMt eosiiile s, 1^0 ^^ 

aara alors 

cfr 1^ cljBf ^oc^ éî ' 



*•• 






Remplaçons dans cette dei 
éloalioas (90), il vient 






Lb dttermiiiaiit des eodBeieDU de* «p w M i oi w '^îf *** |f *■* ** 
Mamiiuiit I, qui «t dilEinnt de 0, il bat doM qM Pm an 



Oaanni 



ite 



P, *" tZ* 

dl" ^d4«|da^<Z 
•t, ea icBanl flonple de* relalioas (90)» 



dr«A 



-dPt « 




..i^/^î^ 









*.:sj 



. »^-i 



':^^4 



t /m. 



M—"* 



♦-■'i « 



^iV 



?^ 




» > ■t 



-^y /-, 






42ft uçwts-nii m touATiom aux oinn&M mntii 
Enfin, Ml Hia 

-7T « Ji. -r* + ... + A -TTi 



1 bitn 1m éqwatiom (13). 
S° Suppnou I ^'0. Nbu> n«ow qiw, daat n ou, Uoa la» Mtt^ 
nînuib BÛBVim du pramtcr ordrv m peunat étn buU. SuppOMWf, 
par eicmple, 

D(rt„.^.,«,.,) *= 
La coadilioa I =3 «priiM qu'il 7 1 ium rdatioa tmtn 1m <|iwBtiUa 
— , '"t . — f car «n peut «u»i rwnr* 



•ïi.-' 



,j(Z a. 



Dl».. 



'J 
<l*\ 



/à* à*\ , 



par teura nlNf* — bfe V— ' on «n conclut qna ^ «1, par avila. Il 



éqaationa de la amcUrialiqiie peuvent dmie a'écrira 
à* à* 

^, «1, ...» e. étant dM constantes litea par la irialion <> (e^, t„ ..^ <^ 
= 0. Lm n — 1 ifiulmis 

à^ >f rf* 

^- = c.. .... ^^, = *.-. 

parawUent d'eiprimw «|, ...» «,-1 en fonction de s^ «t en awa 
ensuite s, p„ ..., p,, au moyen des pramières relations. 






aur. V. — MiraoDB db càncn. càBAOrianenvaê. 
Lm iquatioBt prMdenlet m tira 



1t7 



W) 






(< ss 1, S, ...» w). 



Moos nfom, cTailIcun, que, dan* ee cm, F ne dépend pw de <» 
c^«et4^iira que l'on • Z s 0. Lh nhtions (90) prannent deae k 
fMnephMwnpIe 



(W) 



I.H-|;P.:r??r=«. 



dx^ àx^ 



!'• '• 



(< s i, 8p ..., m). 



« '^OB^^-i 



Lat dénierai éqtialioiis (9S) iont des ëqualkiiit liMBOfèMe «t 
lioëairat-ai rfj^ dont le délemliiaiit I eel nul» maie doût «H mineur 
du premier ordra est diflSrent de 0; ptr euile, ees équations nimet» 
lent un système de solutions où les inconnues ne sont déCenninées 
qu'à un fiieleur de proportionndilé près. Les dernières équations (9V) 
montrent que les quantités P^ forment aussi uns]fstème de solutioins; 
en doit donc afoîr 



^K"* "■• ^I^^ •■" ••• """^ ^S^^ 
Pf Pi P. 



en désignant par dî la valeur commune de 
imméiGatflnient 



rapports. On a alora 



**-s '• 



.P«4ls — X|4ft 



iRàx,àx^ 

en tenant compte des prsmièrm islalions (900- Qoant A iti^ en a 
te^joura la niatisn 



n 



dissp^ dx^ ^ ... 4* Pm dXt^ 

■e les multiplicités définies «n 
équations diShuntisIlsi que k 
peut dispossr des 9is — i 



lieu satia- 



wff ojif ua la^^B 



iS3 UQOW Km LB CtHUTUKtB AVZ SCurtei MHTiaXB. 
qne Tau* i» «m multiplidUa pun par iw éUment qwt l ci n «> s*, 
«f , pt, pcHUvn qn* Fmi «il F (^> »;, ji?) ^ 0. Ce sont dune Man 
le* cBndérâliqae*. 
CoawlénMU, maistanuit, ane inLégnle aoaiplèU déAidt pw 

V (i, x„ ..., »rt «„ «„ .... «J =0, 
ttcoit 

X = * (x^ .... x„ «. «J 

la nleur de x obtenue en résolvant cette équatioa. Lei c 
tiques «amit pour Aquatioiu, doiu l'aroai va. 






D'antre part, oa a 



-ex, 



*^55;'*'5^" 









à a. 



En portant eee Talenrt de y- > j— dans lei ^nalieM ftiobiimtm, 
on en conclut que, «j 

«■< «M baégr^é eewplite, Im ^7«atJ»M 

<* = «.2 ">. (fc= S, 3, ...,»), 

ngir^MNlenl tn c«ra«trfr{tl*4iM«. 

53. Nout ivona vu (g 00) qua ai en connut les oaraetériitifMa, 
o« peut en déduire l'int^grate générale de l'éqnatÏMi (11); M qal 
prâeMe bmu BKwlre que, réeiptvtptement, «i on con»^ ■>• 
intégnte OMitidcHe, on a iminMiateineat lot caracUristiquea. Llald- 
gration d'une équation auK «Iêrîvi<ea partielles du premier oidra vm 
la détenuinatiou des earactârîatiqiies de cette cquati«n sont donc dews 
probl^mea iilfwlunient équivalente. 

OMinaiaaanl une int^rale complète d'une équation du i 
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iffdrtt «Q peut •# (iropocer 4a détermiiMr vm iaUgnle wtfafaitiat à 
te condilioM iBUialM doenëat. Ea patsanl pir rfaitomiëdiÉiffi dit 
«neUriftfqiiat, le pfoblè«i» m prt<flt «yeuM diOleiilU. PtoDpe- 
ytr «iMipley «MMiMUit «m tel4gfilt eonpléto 



s fli ^ (tf|| «««f 0^ €|f •••! ^1 



de tnmfer um inUgrile se rédubialy pour «g 
donnée f{x^9 •••t x^* La caradéristiqne 
(^» ^f pf ) Mn^ reprfeaplée par lea éqpntioaa 



pi»' 









0, 






lea cTanttantaa aiff 1^ dlant délaniibiiea par lea friaiioiia 



«•=♦„ j»f 



=^, ^'•» -*'♦• 



é9f 



K 



à•^ émt 



Ù. 



Vtmt «foir TiaUgai» àmmnitt, il Ciudn tamnir It lies te 
cuacUrntiqacs, lonqoa Pélémeot initial Mtitfiiit mu ithtioiw 



*•=/(»•,....«:). j»:=^,» 



•••f 






LWmiiialioa d« ji{, .»« ^» (,, ...» t. *>t>* Im éqnatioM pHoMnlci 
WBdttit wtz vrisiiou 

ealra leaqiiallea il aufOra d*éltiiiiiier «|, •••^ «^ x^t •••t ^ «1 X. te 
en dédttit la règle pratique auivanle (*) : 



# sa • (Sif •••# ••• «If ««n Of 



éhUnir une itUigrmtê de la 
Mg ss wlf à une fmuHon 



f {m^ «wiofl^ dlii MutfWê 






um.f. 



.•- t 



<.- 



,»' 





UR US tQli&TMMS kVM. miBVttt» MRTiBLLCi. 

- U a*Mt (dt Bteewoira, pojr inlj^rer réfuition (11), 
1« ginAmlo du sjalteie (IS); il suffit de aaniiallr* 
• OT iptànM doBt lot valeurs i*ilûlM TériAvat h . 
*ttpt) =: (ï. Si QO a iotêgré complélciiMnt Ittys- 
lUim inl^KTA f»r U même rêi|uatkiii F = «^ oà «^ 
liante quetcouque. ftifeipro^urtneat, mal 

= ♦ (JB„ j, »., «„ o,, ..., «„.«,) 

nplttta do r^uatioa 

F (s. «1. >•») = '»•■ 
[UM aèrent KpréMntée* par lc« n^Uona 
à* d* . à* - 

= 1, a, .... n). </.=s,a,....i.). 

doBBenl uB aytlène d'inl^ftalea du ayilinia (it) 
t paraiuMm arbitraires, et on \oit aîaénent qa'im 
cei Su ronXanlM d« ttçan que z, »„ p^ fwenneat 
loonques données k l'aranee; elles repréaentent done 
raie du syatème {i%). Ifiilleurt, rintégratioa àm 
livaut àoelle da l'^ualion linéaire du premier oïdi* 



^Sl 



M de l'iViuation F = «, et celle de l'équation 
I deux problèmes équivalents. 
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CHAPITRE VI 



\ 



' r *ii- 



^ fc- »~ I 



>'■ 



#~ r -y 



» V. - 



». « - 4- r^' 



t:v; 



--^.'s: 



-• .'*»^.^ 



'K 



IkHIiiitimi dM npmdiom (f . f) et H, f]. PMmièrt 

mttlioda de Jacebi. 



Si. Nous afons m (f 53) qa^éCaot donnée réquâliM 

(I) F (*if 'tf —f ^f Pif P99 —f Pt) =■ •#• 

^ ne conlioil pas i, riolégnlion de cette éqwition 
ceUe d« ftjalème d'éqnalioiie dififeotielles 






*»t_ — *Pi^ 

P4~ X. "*p.p7 



lia 



••• 



P.I». 



n ••lira tf'iaMgrar le sjtttne 



Pi 



X| 



(t = 1, «, ...t !•), 



qoi ne coQUeui pM i et oa amm ensuite i per «ne quadratoiv. 
L*ial<gnitkMi de os dernier système esi équiwaleiite à TintëgrstiM de 
réfualîeo du premier onira 



l>â^-«.^-* 



Vum auuiière féoénlt^ nous pow w » 



Lm 



'♦">=|l?è^ 



(♦.f). 







■^ ■'■V» •« »• (glianom aui wtmixt Mimua. 

liA»K «mi <>»»M •» !• ao> d. raniitUMA Mm,. ANC 
alla MUioi^ ré^mUcm rcMiblU pM iTOrin 

!) (r,*)aiO, 

<, i >M qudnlun prtt, l'iaUinUi» <Im <qillli«u (1) al (Q laM 
buz probtèoiM dtiuirkhab. 

Kmu Chou oooultra inaiédbilaniftsl niinTuim inn iIm proMiàK* 
M «ipreMioiu (<b, f). On i 

<«.♦) = », 

(».♦)"■-(♦.* 
d^tîfiMat UM eoaitanto. Soit 

♦ = ïi (». ». t. •••• 1, X). t = F. (•. ». T. -, * I* 

I 0. ». Y. — • >■ daMgaent dot ftmelioM fodooaqvw im wrioUM 
I, *,. .... «„ p„ ft, .... p.: on m» 

aombr* dai toriMi da Meead nwnbn étut «gil w bomIh* êm 
nbinaiaMH iIm Uttm «, f, r» .-. X deui à deux. Lt ynyiUu h 
i> importante de en pamUtten Mt U ndnnte : f, f , ^ étenl irili 

((T. t), ♦) + ((f .♦),/) + ((♦. A f) s 0. 
în effet, dmiu* Unna du premier raembn ail le produit d'oat 
îvée du eecond ordre pur deux d&rivèet du premier ordre ; Il nflU 
c de prouver tpie ce premier membre ne cootiest tuenne dériiée 
lacond ordre. Non* «lloiu moalrer, par «temple, qu'il ne contient 
de d<^rivéet du leeond ordre de f, Lee termes conlenuit dea 
véee du Meond ordre de ^piuvienneot loue de 



la(«U, .«M« MtUtéM, p. tt. 




*: 
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•Ion 



(♦. (f , n) - (t. (♦. /)). 



(?./)«x(n (♦./)«»(/). 



paiaqoa «m dans «ipnMioM amt li n é di t par rapport 
ée /; reipwioa préeédeate iféerit 

T(X(r))-X(Y</)). 



ilaeiil pM^e 



w pi^ BW ion qui, eomiM mnw le stfons (1 SIX •• omI 
dérifto teooiides de f. 

Od déduil de eelle identité rimporfante pieppiitfott tuiviiite» 
eomrae tous le Bom de théortme de Pèitioa : 



6itL0i^ êmU écu9 UUégfmlm de VégmÊMêm 



<» 



(^♦)«0. 



(c, 9) etf «fie tfif^rele di te mlm» dgwefiewi 
L*ideiililé 



((rt*),>)-f ((«•»tF)4-((fcF),«)=0 
devient, pvitqiieCFtc) sO, (F, 9)s:0, 

((«,». f)=o, 

ee qni dAnenfae la propotifion. 

Il eemUenity d'aprèi eda, qu'il tnffinil de eonnattre deui inté- 
gndet de rdquation (SX eotm la fonction F, ponr povroir achever 
rint^gfitien, poiaque de deux intégrales on en déduit-une Iroisiftme; 
en combinant cette nourelle intégrale arec une des deux premièree, 
en en aurait une quatrième, et ainsi de suite, liais il peut aniver 
que (s, 0) ee réduise i une constante eu i une CMietion des int^pules 
d^ obtenues. De eorte que, dans la pratique, le tbéoiime, sans être 
en début, uTa pas tente rimportance qu'il parait avoir d'après son 
énoneé. On luvîondra dans un autre chapitra sur l'applicatisn de ee 






•■^^'t-i 



?fc 



"!*a« 






«. « 









x^: 



. > 



■• t' 




i^ 



ffff 



-i^l 



13< tJCÇ».\9 «UK IM AtOATHMC* AUX DtelVCE« PASmutt. 

G>Mid<rron>, oomme cw |Mir1ie«li«r, dws (bMtiooi f tt f liii liii w 
fu rapport aui wiaUci ^ 

t s= «,|l, + «,ft + ... -*- «.fi,, 
f =■ *. Pi + ^iPi ■*- - ■•- *.^i 

«t flOKHit 



X(Ytf))-Y(X(/)). 

Si OD a (^ •) = 0, >• sfttdnw dec daut ^OBtîMia \ (/) =: 0^ T (0 
=s Mt iMMbien. Soit / une intôgrtle ée réquation X (/> = 0, 
/'désignant nno fonction dn wul«s variablai ^, x,, ..., x,. On awé 

(♦,0=0, 

(Mr suite A cl 9 «mt doax inUgnIea de TriqnalH» 

(♦.♦) = o, 

«t (f , f) «lainu une inUf nl« de cette équetion, D^ùUevn 

BMia retrauvona une propriété eonnuo dea ayalèatet janiliiana (| 30). 

55. C»nud£ii»a in«int«mal une équatioii oonlmant s 
(S) f tt*i,iii)-*. 

Nom amu ra que l'infa^ntion de oHte éqaatioB ae ramt— à 
fiul^gratioa de réqualion linéaire 

PouuUf pour abtiger l'^riture. 



.J-- 



OÊàr. n. — DtFtsmox des nranMora (f, f) ir {f, fj. iSB 
•fMifiM pi^eédaole pourra «'écrire 






■•( «fM «ne aoUtion anakigue à celte de* puvnthèHt prtccdenlcs, 
(*) fF. ♦) = <», 

ta pMut d'âne inamèrp gtoénie 

Lm «spmMMB* {, I jouiiMent de propriété» aaalofmes 1 ccllei dM 
pareadièee* {,); luk la prapriéU fiMHiamentale m s'cUnd pas «va 
enebeU. Si U, V, W ioat Inw AmmUoiu qMleooqtue de f, x» ft* 

[|u, V], wj + [[V, wi r] + [tw, u], V] 

n'eet pu asile. On démontre d'abord, comme ponr let perealhèeee, 
que celle aDuiDe se conbent aneiiiie dérivée da eecoad erdi*. Or» 

Lm imIi knMi qu ne conlieodiviil pM de 
•rin du» (pi, V), W] pirieulnal da 



,§1 



«>VdU dUJT^rfW 



81 M ÙSX U flonne des trc^ eupreaiioas analopiM, on tmve qn'die 

MépkiO) 

c^ert 4oM UM bocUon linéaire dee ciechtlt | W, V], [U. W], (Y, U], 



itm LEÇOm Sun LES COUATMKM AUX ttMttn nuMUM. 

56. PtmMrm laétiMd* *• JMttM. -~ E« eM|Mnat Us tm< 
woz fHamiltoB mir h nfcsniqoa à la Méthoda d* Phff, JacsU a 
éli «oodoU i QM iiMlhoda d'inUfnOion idanliqM au feod à cdla 
.da Giiicfay, qui ét«t iMDMiiie de Jacobi à cette ëpoqua (■). Koaa 
eipoMfont eette mëthoda atee la aodiflcalioa de Uajer (■). Snpp»- 
KHis avec Jaoobi qu'oo ait (ait ditfaniKre ta ronetimi ùuooiiiWf soit 

.) '^.h(.....:...,^ ,^j=o 

•M équation aui dérivées partiellei du |)rani«r ordra mtre la faa^ 
tkm inconniw V et les (n -h i) nriaUas indépeodaiites (, »| ^ 

résolue |Mr rapport à la dérifée ~* 

PMaaa j— = |>4t iw« pourrona alon derfra l'équatMit (fS) sooi 

k Amaw abrégea 

L'inl^rjlion d« TéquatioB ^) ae ran&ne & eelle du sjilèMa d'équa- 
tions différenlielles ofdînairo* 

dxt dH dp, ^H „ , . 



V (t, x„ .... •„ «„ •,, ■"> aj ■•- «ii-i 
•M iaUtnIe compWe cU r«qii>li<»i (5), Mh qiM Tas ail 



»(•. j * ' 



(•I JmM, V»ir 4J« a«tfMNw *r /afffMiu ^ fartMIn ft 



A Nayrr. II»<t tf.r JirM-Ho.VMiMf IMttNtteM'ftNtfr tirr*rtMin Mff mH i^fc 



^^— ^ 



ÇÊàf, m» >» ntntmoH 
riaUgnle ftatel* du ^alta* (S) 



0) 






S»l 



donnée ptr Ist fonBttto 



•i hi défigiitot des constantes ariUliims. En eSel» les Su Cnietions 
«tf •••? ^ Ptt •*•$ fm^^ ^ dtOnies per les idetions (7X fdriieni 
lee dfnatione (Q; c^esi nn ces perliediar de le pinpeeftien phs 
générale dtaenMe eu diepitre préoédent (| 68). D'en entre cdtét 
en pent disposer des in constantiie i^ k« de ISiffon ifne» ponr I an ^^ 
m^ A prennent des falears donnéss A refenee ^f^pt* B Mpr êq u ê 
nieni, je die que si on e intégré le système (8), en enni nne intégnde 
cemplAte de réqaition (J5) per nne eenle quednUnre. En eSM» eeiC 



( i% ^ fl (^ «If •,! .«.y 

( F« ** i'i \^ ••! ••# •••# 



•n» ••» *•» •••# ••)f U^^A o 

■•» ^1» ■'t» •••f ^nh 



•)t 



rintégnde générde dn eystéme (C)» où agt m^ ...^ m^ désignent les 
«ilenrs initiales de Pi» p^ •••t p^ H 5|, t,, ...y (. ceilee de «i» «^ 
— 9 n^ quand en fiiil I as 1^ Des n premiérss éqnatiene (B) on ponm 

D fai,>,>/sO 



Vinr >|9 kgt •••9 >fl9 car le déterminant 



ridnftàrnnilé 



portant ces nlsnri dans Iss n dsmièrm en 

exprimées en iwifflion de I9 % et %• IhùCp 

rfi^Û* ^^Pn ^ ^« Tonrra é'eiprinier eoit 



^ ^ ^ (*)• Inaginone q 
pendenlee I9 % et ki. Ptoe 

et cotMdérons la fcnction 






X 




SUS !• tmatt cMè plw itst, fse m Ss 4> f ^MsUMi s*iilaiisl 
Sa pMinm CMivUir nr es fsjtl pt«iM 

fviiA^p L vaa. pu uni; t. un, 9, iss; sism 

f M airlt, t Tm, pw Sm, ^ tslfsst kt 
set li inilScslIm es ^ 





tQWM Mm us AoeinoM avx •tairta Mirraun. 
t|»{«M «Ma fcwe U BB T m «•;€• 4m wriaUn (««»•» 
I «M iaUfrab MMpMt 4t l'«qwbw (5). Nom d«»- 
ftr la tefli* d nsê tliflïraalitlla rcUUw à «n McrwMCMcat 
aante wriaUe t, par d lua diOértatielk rclalit* à dn acenH»- 
B«„ tfc( dn àaules variablM «d k| et par & la dlllfa«*tûQ« 
e talW aorte que l'on a 

• iT:- 

«V = V (a, 4i^ + fc, j^) <. T'ju (ïr 

fit »''• 






le 
•ito, 
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mr- 

CM» raUlion «ti* la ^IKnntidlei Malei ralMitto qadtat ^im. 
Mfmt In miabitt indépoidantai; on <oit doae noir, ea nippiMUil 
T «i|riaié* M moyen d« t, Xt, ■„ 

CMto fiwdion V vMfio dtne r^iutioo (&); d*iiHean, poor t ss I., 
die doit it rédninà •^r^ A- .■• -t- «.«^ «t le déterminenl 1 ee 
iMntt 4 l'ioilé. IV conséquent, V + n,^., ett nnc inUfnb com- 
plèto. 
L'intention de l'équation (5) «e nmène donc k eelU du «jsIènM 

rf»,_rfH ^__^. 

Toute inl^nie 4 de m wpiimt doit T^riâer réquetion linéuire 

» ^ + (H,») = 0. 

On wm des int^nlee IndépendcnlM de t do «tle équalwa, dent te 
CM où H ae dépend peo de (, en dwrelMnt Ica intëgnUee de réqaetfon 

(H,*) = 0. 
CTert Ci qnî ee prdeante dana lea proUèmea de ndeeaiqno loraque te 
CmelioB de* fitreee ne dépend paa du tetnpa. 

PreoeoeteeaagtofinliWnet^ aonf deux tnîèfraiad* l'é^ua- 
tien (B), (c, P) «ri en«or« «ne fnf^^Ie. La propoution a déjà M 
dtaUte lonqne « et p ne eentiennent pas f. Si « et p contiennent f, 
tetndaieooa tme noordte Tariabte auxiluin T comipondant 4 ( 
eDMOMfïeamapoBdkXf. Pooona 

«I 

H, = H + T. 

GaMiddpaM rdqnmien 

((H,.»)}^0; 



442 LcçoM cCR us Aquathmu jwi itteivÉRi numnii!». 

chàpitrk vu 

■ ■\ . 



ST. ImméUnina prén£denlM,a>aredkd« Ucrug* itChu^t, 
fMnèaMt llatéfratioB d'une équation m» dérivéva partWiM d« 
pnmtsr onln à l'inUgration eoniplUe d'ua BTBlèwM é^inmatioa» 
dilKivatidlM ordînain». On dtril A Jaubï une «uti« uMkMlt duu 
■aquelle on a à eherdier l u cc e wivawnt un» amie iaUgnJe d» 
plusittun ftysUmei eompleU. Jacobi 4lut «a powMwm des priwdpw 
ctMnli«U d« chUa nouvelle niMhod« dte iSW (*). Il Ta macicBtfe 
peiulanl lonftampa i l'Uoiiwmlé da KomtgilMrg, miM m n'ait 
qu'-aprè* h tnort qu'elle a élé publiée par \m wom de Clebtch, 
(« 1809 (■). Dans eut inler-valle, la plupart di» th«orèrn« de Jacobi 
avaient éU retrouvé* par diOèrents géofflètriM, Liouville {*), Bour (*), 
Donkin (>), etc... En particulier, Bour à mualré que la rnètbode de 
Jauubi a'étendail sans difTicullé aux sjs(t.'iDes d'équations uinultanées. 
Nêanmoios, on a oonwrvé à cette mAhode le nom de roëtliode de 
Jacjbi. EJifin. les travaux plus récents de M. Uayer sur les ayalèoies 
d'équations linèùres ont pennîa de diminuer beaucoup le nombre 
d'inlégiatiuns exi|[d par l'emploi de cette métbodr. 

(•» Voir >M lettre 4i S wcnbn lAi. adren^e 1 M. )• pnitmnt ht*, Mrrttain ér ht 
eUm d«s SiicKn aalMmiliqMi dr l'And^ml* da ■«liii. J—ntU 4t Crtllt. L ivn, p. t*. 
a;Cffmmlut>fHf.t.lV. ç.^^•.JnrtélJeLiamtU,1.\tU^^•ttrie.^,U. 

t1 JarabI, Kh-c Htlàtit* wf<i*iu*<i âilfrtttiMri paiiMti yrimi tttita ittir uMmtnm 
MrUHliam ftmrjaru r^T*"''" firtrmmti Uavml U CrtlU, L Ll, r- t-l>l). 

TiitriBui VoJnwfn tttr Dfntmit ; puûm. 

n CMnda C*lb»st dB tnatt d« usa. 

m tw, Sf rnU$nlitM in iftalina iitifflMIf fmiiittf it /rtmitr H et ttnat 
min Uturwl il r£rtlt /lilitimt^f, as* nfekf >. 

(•l OitBtm. nmmfkinl rn«urt>*M, ttli. 



— I 
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58. Nous aKnmeBocmw pargéoénliaerh dUUùlmi dt rialé^tto 
compiMa de Lagnoge. Coniidér^ OM équitioii 

(1> V (x, »„ 9,, ..., ^ •,» fl, t^-^ù = 0. 0» >■ 1). 

dëfiainuit WM fimetÎM X da midUca a^, a!,( ..., «I. Ade(M— ]i-4- i) 

pRnmètTM aibilninn a^, m, u,^,*». Si nom eoB ii di i — ■, diM 

ceUt A)«âlioa, Im panmélra eMMM dM flmttanlN» réUafaMliM <■ 
eu panmitm eotn l'rfqMliM (1) fC h* éq/ nti am 

seuloMia tnlic s» x,, «^ ..., <^ y„ ft, .... p. 

( F, (». «„ .... ï„ p,, ..., pj = ft 
(3) 

«t MOi détigamMU eocora, eoniiie prMdemmenf, k fimetioB s 
déflaïe par la reUiion (1) mrh le nom ^inlégratê emmplèu du 
■jslème d*cqualioiii ini dériféea pertidln aimulUnéai ^ Noue 
atlons Toir que, d«ns ce eu encore, la aoonaiiMmee d'une inUgrale 
ccnplèttt du sfftUme (3) permet de Inraver toatee la autrea ïntégnlee. 
£b eAèt, les éqaationa (3) prévenant de l'élimiulieB de «,* «^ ..., 
•.-P4.I entn Ica Aquationi (1) et (3), la ndietdie d'une intégrale 
f— ■"**■ revient à la redierdw d'an ayslème de fiiurtieni a, «,, a„ 
.^., ik-,4-1 de c„ 2^, ...» «u vérifiant lea équatioas (1) «t ^ On 
peut «ridemment remplaeer le ejatèwe (<) et (8) par to lyitlua dae 
deoa équation* (1) et (é), 



'SéUa demiéK éqnalioa étant eUenne en dUEteenUant réqoatiM (I) 
«I en tenant compte de* équationa (^ On pent aalii&iin au 
équations (l)et(4) de divereee manflna: 
1* Ea prenant 



144 iMçotm nm us AoviTMmt aox ateiili» VAimajLn. 

S* Ka j^etuDt pour f, m^, ..., «^-^^i 4m Ibactioitt mIwMmI 
«tuêqtutiom 

__ — 0, .... s= 0. 

L'éliaiiiMlion da «i, ..., '«..p^-i «rtn Mt ^lal i a — Ibiimit ■■• 
iallgnlfl qui d« contint riea (Tarbitrun it qoe boiu ■ypaPawM 
tnlégrmié mftUièrê. 

» Si l'oM dM qiuaUI«a ^ wt diflOmte <• 0, il •^Mmk m 

moina une rdatioa ratm «„ «^ ..., «._y4>t- SnfpoaoM qall j «il 
fe relRtions distinelM «air» a,, ..., ^_,4.t et k «ea l tmtnt 

A <«,. -.-. «-- ,*i) « 0, «., fi («,, .... «._»«..) = Oi 

«a devra pAuwir txotntr k ttelmn X,. l,, ...f >*, tab q«e Pan ait 
idenUquement 

^j- rfa, + ... + -j- «ï^-M-i » X, rf/; + ... + ï^ rffi» 

c'est-A-dire 









Es élimiust a,, ..., i^-^+i, X^, ..., À« entre eea reUtiana. r4fw« 
Uon (1) et les rdationa /, s 0. .... fi s: 0, en aan nna iatdpala dn 
ijatème (3) dépendant de Jk roDcUmu ariiilraim q«e nooa ■a w — a 
ViiOégraU générale. 

88. RécipnqneniMBt, étant donné an syathna d'éqnatÎMa nK 
dériréei partîeUea aimnitanëea, tel que Çl), il n'existe paa néoMaai» 
mneot dea inté|[ral«a «wimwnaa k tm éqnatioo». Noua allona «air 
dana qoeltea cmditîona il 'en eat ainai. et eommant on pourra lea 
obtenir. Nena aappoeerona, avec Jaeobi, que Ica éqoaUons ■• 



A PM Ift linifitiiiM boMOMï mH 

('►(»»••■• ^ »« -t «J = • 



lUioctaa ai aliiliriqiHBMt Miiirili>lM U |riiMI»i d« riaUf»' 
liMi p«at «Ira pM< «iui : OétawiMr » — |i iMMiim #„ ..^ *..p 



»,=.<it .... r,=a, *,=0, .„ «,.F»« 



liinwliini «aeto. S •,, .... «L-r mlluml *inMi n* 



=Ji% '«i + - + IS **. 



•■ hmWm «M aanda egHtaate arWnira *m «m Ma 
hlUraU 11 mnii 4»«|«U»«(5). 

TktadK. — « ta <na <iinfl«»i 7=0, B^tml «M 
l»>||i»l« M» w, eilUlxUfnlfériftHimtMim 



baAI,aarpoMu(rabM<dfiMji„|i^ ..., ^ MiMt 4« I 
fMkMfMi d» «^ «^ », fl^ nlNftMUt au 4qMti«H 



^S 



'«.«**'•«* 



^ 



140 upoNS Mm un Aocahomi aux ntairin puntBxt*. 

UutliplioiM esll* équlioa par ^ «1 ^i««lo« ImIm Im ifwilIt M 
mwIdKiim; il vital 

,^4f,<»r, ,^|£{ <»ii <»|i, *», ~ 

H ef F fft raourquoiM qiw, diiu U sonmMdoH 
1 indice* t«t k; nous tureni d« nèiu* 

.-rC'^''*! rï (S ^ft ^'i '*' ^ 

, «B relniichanl membre m nMmbK, il fÎMl 

<"• ""■ ,2, .2. jj; 57. (î;. - 5^; = "• 



BpmubHif H e{ F fft rmuniuoiM qup. dîna u somoM double, «■ |Mt 
penntiler lea indice* t «t ft ; nous tureni d« nièBM 



(») 



Si ^,, 1»,, ,.., p, MKl les dérivées purtlelfes d'uM méiM 

dW|i •••(«a»"!' m 

qudt fiM M>ieat i et Jk et, par coiifc^uent, 

(H, F) = a 

Non» TOfM» donc que toute intdgrale dn sfetèma (I^ aen MMi ué 
int^gnle de lonlct le« dquitions ttjlleii que 

que l'en peut former eu eonibiuDt deax i deux eee A{Matieae (BX 
On pourra donc •4îo>iMlre ati Birsl^nie propoeé «liée de eec dqaaiieae 
qui fomuint avec elies iia eyslrme d'éqiuttioi» dlMinetea et, es 
continuant de la aorte, on arrivera nto^fiairement soit h un «ysldine 
d'^ualiona dîitînctee ea ncmbrp supérieur k n qui, par anîte, 
n'admet paa d'int^ralea, soit à un sj-Flèioe de m dquatioaa (m ^ »), 
tel que toutea lei dqualiona 

soient identiquement vlriOdei, on aoient dee emiéquencea alfébr^ 
ques de« précédantes. 



aup. vn. — HCnoDE de liOOH cr tumu <47 

Oi pent tonjogn «'imogar de fli(oa & contUfar HiiipeiiiMIiU d« 

pnblènie, m à étn rammé k nu tTtlèaw lai que toatae kt pirao- 

IUmb (Fa, Fp) leicnt ideotîqDemeat nallee. Eu «SbI, m appima m qn*«a 

ait OB ijaUm* de in équatiew; réeiBlTo m en éqaatkNH pir i^poii 

à |h de« quantilée f„ p, f„ ce qui doit toqioan Mra paeiiblc 

otr aBM cria Télimiaation de p„ ■->?■ eondninit à «m rriitiM 
otn lee variablM îadépendaBlea z^, ^ ...( a^ «1 la ayalèate pfefeal 
attait Mdemneol ineoBptUUa. Soit 

IFâ — A (iy+<» •"» j»« *»r -. ^ s= <^ 
j»f— fr(?i>+ p«. «i «0=0 

la eyrtima aÎMi ebtenti; bnaon lei pareathéaea 

lea prenian' owmbraB da e«* tqnatioaa m emtienaent aneoite dea 
qnanlitéa p,, p„ ..., Pj^; edea ne pemreat dooe pat Mra dee eoaei- 
qiMDoei dee ^ioédentea et fouraiaeent de nouTtrflei 4q«alioiie ai lea 
pnealbèm De eoat paa idmttiqnemmU nuUn. Ea rteotviiit lea 
noonUea équalioni par rapport i eerlùnea dai qutaUUa p)i4>i» 
.»t Fa ** ™ eoalîntiant de la aorte, aou» arriieraae Analemeal, 
al la «jatéme prapœé a'ert paa iaeonpatlUe, à oa ajfatèaM de m 
dqoatioiu da pnmiar ordra 

F, = 0. .... r. = Ob (M^"), 

Id qw toalaa laa paranlbAaea ^« Fp) •oiaat idaaiqmêwunt HHtTM. 

U> 1*1 «yetiflM a été appelé par H. Lie tyiOtiM «n «nvalulton. Keua 

dirma aueii eourani, pour abr^er, que lea li»aelieu F|, .«, W^ 

■ aoBl en inii'olulioii. 

Ia ncbercba dea iaUgralaa eenuMUNa d'un ajaUina d'AqnalliM 
im pcantar erdra la ramena dons à la n^efdia daa InUgnlM 
. «MiBoai df n ^aUoM an lafalatk». 

•0. OatramlmmédlaUnMtcaalntifprakaaoiWBMarimanM, 
■ImI «A ftaiOa da la FNpoatttoa.whaBU : 

tkiiwÉiiM — S»ft 

r,mO, .... r.apO. 



u <«auna in Mairtn 
■Win M f M l> <Mm«<iwai 



R 



"(h PO 



r. = m. 



•«»•■ «J. (1-1,1 «x 

p. mtnii 0btnu*ê MMtmi *— j- inhjL 
r,J^+...*f.4,. 



U> plin hul (bnuiU ^, ■« 
»wl «éridtr Ict nklJoM 

(•.f = l,! «). 

• d* ctth npto oA Ilalioi ( 
rent t'4crira 



iail« eil pnicUiiiatf b iUmmtMt ■ Ck 
»l quand „ I. .„,,,.„ .^-^ „ ' 
« M aen WdeœmM j, „tae ,1,^ ^ 



aup. «B. — HtnmBK m ucmi it Hins. M9 



ises-J£)-'^ 



•( !• M andn «qMlim oa JUuin, M nhomMl emiM Int 
M m «■mtlilli «Md» < l« boMm 



a *w h bodka • pcéeUMto, •■ tUrih» i •„ _., «. cta 

r, = .„ _., F. = >_ (•••<:»). 

<■!«— Ht»""»» — «H-l —tfi«tM «H^miw. «.«■,*.«» 

•'■I iM «Mblil» teUind* «apléte, >v b iiMlM f^fMliMi 



•■••, »i»"«i. >;■><» •-, F."*. r.»i«fc»» ~, '.:••;. 
«I B «Il «Ur fW r«a M pMl WaiBOT fc * I, .«, iw ^«1 i*!» b* 



ISO uçom m ui teobuwM An itenAHi MsmuB. 

Hm (énénlement, oow poiirmM tramtr «M bUgnls m wpMli 
i» tout • jilènM de !■ Csno» 

;*.c. 'J«<^ 

■iF„ ».. F.linneatiatTitéflMeaioTDlaUM, arilMfbadtpMir 

?, = •,. ..., F» = «. 
Im floMUalM «1, a„ .... a. 4Unt liées pir let rrialîoBs 
; «.(•,.«. «J = <^ 

( «,.(•„ «„.,.»«j="o. 

pour «foir BJM iaUgntle complète du tyiUuM iffO|NM* par ■■• ^<itdr»> 
tore. Catto rmaïque «'■pptiqoen, «u parlieulior, Ar^am tau qut 
Fi Mdipendqaede«,«tj>i, F, des, «t j>„ oie..., F, do r, et h 
Hulement. 

61. ItofCMM» an eu génénl. Noue poumu eoadun Ji eo qw 
préoèdo que h icebercbe d'une ioLégrale eonpièto du ejetèoM ea 
iuTClutioB 

F, =«„ F, =0, P. — «W (« •<*% 

Mt nmente à la déleriniaatioa de n — m fondlwu F»«i, \.,, F^ 
formant afoc led preraîèrei uu ayiiUme on iuvolutioa et tellee qw It 



P(f. TJ) 

»(!>. Tù 

ne *oit pas identiquement nul. 
La fondioa F_4.i, par exemple, doit «iriAer lea m dqMtioM 



(F,.*)=0, .... {F^*) = 0. 

CM M dquatioiu fomaat «n tyitèate etmplêL En cM, o« a 
ridenUté 

C(F« F^ ♦) + ((Fp, •). F.) + ((♦, F.). F,) » 0, 



OUP. TU. — MtaMDE OC JAOOM ET lUmu 



<F«*) = X.(#), 



x-(x»(*>)-x#(i-(*)) = o, 

ce qui démontre Uen là pApotHioa. SappoMU «lun ^'oa lît 
déteminé «ma inUgnls F.^i d« « RjBtèiM oonplet, qui Hit 
diitiiicle ds F,, ..., F«, flosnlM* coauM fanetiM 4» p„ ..;, ji.; on . 
dtMdMn «DMiite wiw inU^nk dn ^itAoïe eooipM de m + 1 <qw- 

tiOM 

qui •oit distincte dt P„ ...* F>.(-it *■ l*Bt qoo fimetîon deo p, «t on 
eontiaoem de h ■oito. Eofin, qiud oa ma traofé ■■• lal^palo da 



(F„*)=0, 



(F,_,,») = 0, 



on ton nno inUgnle oonplèla ptr ano qoAdntim. En appliquât 
U méUwd o de lUyer, la r e ch a t c h a d'une int^ialo da premier 
ijstinie eomplel exîgen une <^>£ntioQ d'ordre Sn — 3m, car wm9 
fttiMU aa «yatAme complet de M 6qu«liona i 9n «ariablea ind ipea 
dinlea dont noua eonnaiaKHU m inlégralea F„ ..-t F.. Nooa aarDn* 
enaaile 4 tén aacceaùnment des opérations d'ordre Sn — Sm — S, 
S* — 3m — d» .... 4, S et enfin une qaadratan. Ta, pertiaiUer, 
poar intégrer ooe setde éqaatioa, fl badia fiûre sneeessiveaient des 
opérations d'ordre Sn — S, Sn — 4« ..., 4» 8, tandis qae b méthode 
de Canehy exifo qae Ton fiisae des epéialiens d'ordre Sn — 3, 
Sis— 3, 9n — 4,.». S, 3,1. Dans la métlmde de CUacby, ehaqne 
jatégnle noavelle permet d'abaîner d'âne natté l*ocdie da ejalteae 
d'éqnatwne diflérentienes; avec la méthode de laeoU el Ifajer, 
cheqae intégrale nooicDe permet Jahaiaasr de 4mm naitéa roidre 
I dairt en a i ehmlHr ane 



ttt UpMU Km Ul «QDATMM MS I 

Rkmarouk. — DtM b pnlIqM, fl Mit** f —lq^ rf a 
aimpli6«r le* otlenlt prteéd^sU par dlSérMilt utifieai. 
AUnt donnée «M éqnatiM dt b lona* 

(A) F (» j, sr,. .... «„ f„ ..., ji^ f,, .... tJ s 

oâ fit ■••) fa (U*tga«nl te baoUoat dt *,. «^ ..., l 
toute ialAgnk da rjetème 

^°' t H = F U.. .... ^ ft. .... I».. • , O - 

ab «,, ..., «M wnl dn tonituite* qttfkoaqufle, «Usfhi 
i r^luiUon (A). Si w sytUme (B) eM «a invelnttoa, il 
inlégnle complète aiee n — m roasUnte* aribitnirae 
gralA, dépendanl en ouln de a,, ..., a«, len une isUi 
de l'èqiMlion pn^oeée. Pour que le lytlèuM <B) eoit ea 
fent et il nflll que l'on «it 

Cert M qui «rriTen, pu- eiemple, n f „ ..., 7^ H 1 
que dea couplée de varieblee dimrente (s,, pj. Ceel 
que U. Imeclieiietekf (') « donné le nom da iépar^iùH 1 
Rrenom, ptr eiemple, Tiquetion 

F = Il + p.«, (Il + ft) + x\^p\ - pî, 
!>!». = «I. I»t«, = «» 

et noue ivons un tyetème en inTolution. Noue poorroi 
œ lyatème comme «ne U pmnièra équation. Pooons pi 

^+«.'!' = .. 
«iP. + •!*. — •. + «. = 0. 



aùp. mt, — Miiamia sb moom r matr. 



Mtfndelt 



— ««--ta^ 






Une fMlfitan ftdie doDM «De inUgnle CMBplète 

a. Les paragriphcf préeédentt eoDtieiiiieiil Peiporitioa de la 
■rflh od e de JaooM eous n forme féaënie. New alloM BiBinle— nt 
iure connaMn h marclie inéiiie des epéritieM ewvie fer 3e^ 



MUimÉlméêm^ftt^ 



*—» 



Lsin». ~ Sêkni Hp H,, ••.» U|i yi feneMene 
Fi» fi» •**» J'W ^ ^"^ fve le diUrmtMuU 



D (Pt» -f |»!i) 

ie2( il^lUreia lie 0/ ei «Il f Ire iTee dgiMltOfM 

Jig9 ]ig9 •••9 ji|^ en /bfiefieii liée ««Iree eorioUM^ 

P« = ♦• (PM-if —f Pflf *if •••? ^t (* — 4t *i •••» >X 



eleieii« 



NbnfigiiefNefil 



{i^h^\^%...^^ 



(Pi — ♦ifPâ — fO^O- 



On pemnil déduire ee ritullet de ce qui 
desœr me déiM^ml f il ion diiede* Lee foodieni 
fthut i réqwliMi II« s ««, «D m dédrit, «■ 

v^ ià <»A **i "" V 



♦i» •••» ♦•»» 






Lcçora «on m «ottAfwm aux utmntu numctxB. 



(«=,. + 1,1» +»,_.,«), 

«t il Mt Mdoit qua «ttte relalioB fit «Mon «ucie low 

(=1,»....,^ 
Èerinm 1m nbtioM malngiM» pour H^ finoMos r«pnariM 

àpt à»t dx, àpt 
<t MnmMU par npport à t, il viant 

= (H,.H.) = g|[^^0u-4^A-«. 



PÇr. r^) 

iKft ï^) 

étant dUMnnt de itiv, on en conclut, eomaM fias faut, 4M IW 
doit avoir 

(Pk — *»»?» — ♦*) = <>• 

Cela poaé, eotuMéfoin le ayslème en involiitioa 

<7) r.-^i^O, ^-^ = 0, .... f>.-f,Ts(^ 

eA f„ ^, ^ dàifnenl de» fonctiom de pb^-i» •••* Pu ^i >■> 

.,^ se^ l/aprèe la méthode générale, on cbercbera d'abord une iat4' 
gnde du ayetème 

(P.-*,./)-»» ...» <I.--1w,n=0. 



if 



m 



Cm! ■■ ■frièaw JMnM i t i «à les cotfBdMfs M i ww l ï M Wl fM 
Fif !*■• •*■> f^i '*■)'*' •<VMU doae «ann u ijaltet JmiUm cb M 
■ <lllHlll hi éq1li»« 

«I !• ffiUB* (8) pnad la INIM 

(<<1 1,1, ..,.). 

n H Oirilat iM bi s» — m niUhs 

»i ^ i^Ma,■■■,l^- 

a^iofaàitou réfMtiM/, B «, ta «jiUbm (7) «I, w la rtiahaat iwr 
*appaa'*^*i» 

fc«> = a»i (Ai«» -, tm <• -'t >b ajb 

mom m tm à i w i î i H i ir la a j i H iHi 

r,-*,=o, A— 4=>^ -. fc— <*,=•, j«M..— «.♦1=0, 



* ♦« ^ •«» fc v""*. 

•1 y laaplaea jib+, par Sh-M* Ca ajaMaM aan t nl M w ai t as 
faïailatiaa, 4*afria la laflBoa priaidaa^ al a* aan A ëhMdHT aaairila 
na laMpala 4> ajaltaa Jaaatiai la s •!■ i 4qaallaaa t lu — ai — i 

~ ha 

(A — ^fla"* —, (h*i — «i«»/)sO, 



■I liml d« Mil». 0» mtmn mtt k m in» »» ftn nlh » I m iil 



•tIelvHrwail 

(ft — B«m— iW"* 

«t. fv one qaadnluKf «i nn «a* inUgnU <■ ifiUa* fNpM* 
défendant jàt u ^ m -t- i iiimIiiiIm urliitnîivif rfw 4 t J i » ■■• 
inUgnle flonpMe d* «• «jattow. 

£a Miiful h uvdM que now MMOi iTiwIiqMri «■ ■ f ww W a 
fflNMX im •jsUoM jaubiou rMuiu au pliH petit Bttnbn d> 



■ ■••laltaM 

FbiiiwM(F„r^: 

(P„ rj = - !>,«. + f,*, ■i-p,m,-r,x, = t. 

CMe aaitdU éqgUka «t dldiaele lai dMi prfeUnlli. U igMlB» 
4a eea iraja éqnatwna aat équivalant an auivaat : 



yjat. ■>■ »!».». * (PÎ». — *i»t»J . 

riitiJUau» eu particulier la aiatima que l'on oUiaal •■ pnwrt le 
aine (—) dana la deraiira équation, a i^écrit 

P.-^=o. ,.-'^=<, ,.-a3=a. 

Ceat •• areliaie e« iamiulioe, il aat aia< de a'eu aaaafar. Kaaa 



•hmà 



' 



AffKqooMk 
hteaièra 



lnMgJgJtk 



L9f|tlèaw 



vMiiiltenk Al tnlIstliBltiMlMAiM 



dt ImoU 4 « qsitet CI 84). U pNaiéra 
b «inlfait «I &; dkMlHM 



•I 



^ 

^ 



F» 



S* 



l^«•«^ 



au 



•^ A 



5. 



■■S. 



^ 









.V 






-<t 



?v 



I 



•■ ^' ' 



>. -. - 



-. ,- *.'» ' 



igf*; 



M frf 4tMM riaUfnk compUto 



«*- • 8^0^ -t- h. 



•t. Nom atwt w, duM oo qoi pvieidt, fM FiaUliialiM ite 



i h JttiTMÎiMitiM <• 
If ^ «r» *^ ftt •••>F«t 



F. = «. 

F.«.., r. 



r.te 



V 









16S Lcçon nm lu Aquatw» kvx P towiii purtmui. 
«t iaTolutÎM et hiUe» qv« !• dMankiaut 

"1>'(P..A W 

■oit dîBénnt 4e itro. y. Mtyw ('} I monlrt ^iw MO» Imlèrt iMiri» 
tioo n'éUit pat téeenain. U «'«ptiuie pour otb nr !« rwniiym 
•ainates : 
1* ConiHl^fiMB )i équatwM 

fitnniat un ifitèiM en fnmlulkn, «t t«)l« qvs 
D(F......F^) ^- 

itCi», ïv)^ ■ 

Oa (warni la rétoudre par rapport à p^ ^ «t l«a nriln mm 

la fiïnae 

Pt = ^ I¥— V 

Soit n UM faaelieii de v» p* te»* ^m Toa ait 

(F„H)=0, ((=1,8, „.,,!), 

et ^ et qoa devîeot oetle fooetion quand on j l—phaa p„ .... p|i 
mpwliveBMBt par f,, ..., 4|i, je dia qu'on aura 

(^-♦..♦)=0. (ï = l,8 1.). 

Ea effet, m a 

£* — ^ v^^ ^, 

caquU'teit 
et^demêm*» 



H 



jF._'^<r. «ft-v) 



Paiqn, pv bipolliteti oa • 

M «■ coodal d'abord qiM Toa ■ (| tt) 

(fc-*kft-« = «, 
«t, fv «lîte, «m au* aiiMi 

^5^' (F. -*.♦)=«. (.«i,»,..,.^). 



9* SuppoMNu qa'oo ait Inravé dM bactioiu F.«.|, ..., f, I^m 
fM Ri oa Im Jdiat vu Ibactioat F,. „., F. OA>ait um apUm» •■ 
{■Tvliitloa 

F, = «,, ™, F« = «u f-*» »■ «-♦1» — » '. « ^ 
it HippoiMis qa'm a* |mMK rteodra m lytlèBM pv nppofi i 
A*n****iF>' bu^BOM, poar fint 1m tdfaïf qa*M f akm r éa ut in 
lâtiiqulioM 

rw rapport 4]»„ A, ...,jy 

Fi— ti—O, •". r^-H^^ 
fll ^M poclnt In ralMua 4» f^ »., ji)» dus Fp*», .... f^ tw 



■ "M-W "« •ii ^ ^ 



Im CmcUou «v^„ ...» •, M «Mlnut awm* te ^MalMt 
^«■1» — > Pr Cu dttaHm éqitMlkMs povmmt «n i^mIow pv 
■apport à ^^.u ..^ ff^ Oa a, ea «a«t, M TCrta da ce qni prteU^ 

In badioai «^ MtUbat par eoaiéqMnt à va ayaUattJaoobica rtMa 
par rapport à j^, .... j-^; «Um toat dime dUUaeta, CMiiHUfte 
flomma fenetwcM da a^+,. .... », (| 27). Oa ee OMdal qu'Maf 

4ùHM4 Hfl OirOtèMM flMfMJIflU «M jltM>lHj>m rf« H rfjHWtflM 

dUlinOêêt •» ]MHl Cat^aan eAoîAV «m a^atkmt de «arteUoa 
se,.^,, ...» «. («( fw**!! jiNiH* rémmdn tt êfttèmê «TifwaiJMrpar 
rapparia 

Cela poaé, iinagiaoïM que l'on tuu la duayomoat da tariaMco 
' ooifant. Ptcbodo pour aouvellea rarûbleo iadépaadaalat x^^ ,.., «^ 

qna aou ai^dlaroM «; '^ atp^«„ ....p, qw nous rampla- 

cerondpar jcjk+i, ..., jiïI, et pooraouTelU fbnction 

«' = » — !¥*» s^+i —•••— P.a^» 
oaaura 

dt' ssdx—pf^tdx,.*t — ..,^f,dx, 

— dpii+t 3>4-i — dp, a^ 

= ft rf'i + R rfai + — + Pu***;. 

— «p^, dai„ — ^ dK, 

em aa aoochit qa'il fiiudn poaer 

P,^PU •■•» J¥=^» *f**— — P^*ti — t ^ = — Hli 
p,', ..., |C dMcMiit laa dériTéeo do s* par rantort k «î, ..^ aC La 
■yaléflM pnpeoé, par ee ebaagenflot de mriablei» oaca ramplMé par 
leajatèBa 

F: = a,. .... ï; = a., 

qui MM m iafalatioa, car ea aaia ideàtiqaenieat 

(h;.F.) = <K;,r;), 

at, de plut, pourra élra réaolu par rappart i p;, it'„ ..^ pi. Oa aaara 



au», m. — Ntnooc m uook cr m&tbi. Il 

4oM tnow ane inUgnle eom^Ma du wjaOm» V[ = Sj, ..., 1 
SI «Ut «t b tfwufomttioa inverM dooiun om inUgnk eomplè 
da lyaUma pnpc«é. D Mt à nmarqiwr, d'uUaun, qn'an ippKqiiH 
la mél haJé de Jacolà eomnM now FnoM «ipoiée Q 6S)» ce eu i 
M préMDlara pu. 

1m méBW nisonnemeiit proun qoe, d M a tni ajstèaae en im«ii 
tiM da ^ 4qaaliou diatioelfla ()i -< n), «b paut faM^n, |iar 
Inufttmatioo ^icMenla, le wirwer i ua «TaUna tm iavolMlM 
da |t éfMtmw ponaal èln réaolua par nppert k^ém qnanliUi ; 

•4. ConaidéroDa ww aeala éqnatiaB au d<ri»iaa partiaUaa i 

na 

■a eoDiaMBt pu la Ibnclim ioeonoM a. Noua arona vu qu'i lu 
qaadrattm prèa aos inUgratioo aat IquinlaDU i nlle da Féqualii 



à 1» nriaUaa. D*aatn part, noua a»Tona auai, d'aprèa u f 
prèeède, qu ai r„ F^ ...» F. aoBt du taaliaM dialùetu Ml 
qnaFea «t 

an a nna intégrale complète de F| = s, «t, par anile, tîntéfrn 
(foérale da (f„ ^) ^ par me qnadratora; aou ponfont dai 

jannnnrlell 



IWiMbfs. — Si m «Minaft, «lUra rintégfiUê T^, (» — 1) iiiC 
yralM dMtnctM F^ F^ . . . , F. rie rdviiaMm (F„ •) ^ aoKifWMM 



•M «lira PbtUgrmU général» d» eatta dfiuHeii pmr «m* «mi 
fw rf nrfnrfc 
Ca thèortee porta aoBvaot la MU da lU^r^HW df £<o«vai« (I 

A MMrf 4r Um«», «n ririi» L n, ih en. 



IQS upom MK LU tQOinom im wttwgrta nnmun. 

«5. U Béthedt dt JmM «1 M«)«r ii'Ami4, «m ■iiiIUmIIw 
«MeaUclU, Ml sjBttaiM féqwttiem» «è lipirt U fonetioa Ibomidim s. 
Il sorai fb rMnpIwcr Im parrathèica par le* •KprcariÔBS [U,V] ddfr 
niM plm hmL £Unt donné ub ■jtlèota d'équitwM 

<tt> H,=0, .... H. = 0, 

•ntn f, «|i .■■) s., r», p„ U pnbMne 4e fUUfntÏM pMm 

Un posé «iD«i : TnMiver n — ■» -i- i aulrei foocUuiM Hb«.i, ..., H,, 
H.«i, tdlw qn* l«i nloin de r, ji,, ..., p, dUuilM déa n -f 1 
équationa 

ll.ssiO. .... H. = 0, .... H.4.i = 0; 

lûriAent iea rdatiuas 

Si cliacuM ilea fondiona H.* H^ It^-t eontiaat «na oaaaUil» 

arbitraire, oo ann uiM ïnl^rala eoioplète. 

Tatontur. — Si une fametiam t êott^ait aux dmtx iqurnOrniê 

F = 0, U s 0» 

efl« coM^Sitt «Mtai A F^tiaMm rfii premier êrdr$ 

[F,H] = 0. 

Suppoaona d'abeid que I, ]•,,.,., h aoient daa foadbH qaaleMfMa 
da X,, ...» ^ vArilUnt ees d«u ëquationa. Ob aura 

OB, M nouilt 

<< _ <> J. i. 

MuIlipUona par ^ et «oniiooaa par rapport i t, puia parmulaM H 



w 



au», ni. — MtxMHiK vs tuoem ir xMnu ICS 

i> r lina «•• Ua ialkai < et i lua b naiw *MbU; •• ntnuckuU 
Im iiu 4q«aliaM «UcnaM. oa paninU à h nIalÎMi 

^R..,' '•S/<>F<»H 4B4F\/4c \ 

*1§ s ïh ÏS fe ~ î^ °° " 

Sii Jirigat uc ioUgnla wtmmnM aat éqnatioM U asO, PssO 

(J,* = l. S, ....«). 
«I, fv mile» 

|H.F] = 0. 

Oa poom donc adjoindre ■■ splème (0) loutci la tqwdioM 

[H.HJ = 0, (*,*= 1,8, ...,»•), 

qai M nat pu dw eoiwiqiMan* «Ig^briquet da pranièrM, tt 
netMnnieneer tes ^entions nt oe nouvou tftVUa». Haia on peut 
loqjoiin floodoïi» In olnb da bçoa à urifcr ■oit i oo «jalàn* 
iaoMiipitad*, mU à va irttèaw «n iarointioa» c^cit4-d<ra * «> ' 
wjMmt poor lequel lotte lee erbcbcte tent idtMLiqtumtiU aiili. 
lUeohvw, ea dlÛ, lee m équlioBs 00 per rapport A* «t (m — 1) 
d« dMféee, ee qui doit Un pMBUa, ear, mm «da, da ajtfèna ■ 
pnpoaé.OD poormit dédain BM aa plniaan iqaaiisM M eoateHBl 
■i» ai ■eedrtriM. Soient 

* <= ♦• Fi =■ ♦•» — t Ji^-» ^ 4^-1 
«M éqaalioM rtadoee; f^ tp ».,4b-iMd^eadeBlfM de ji^ », 

««< «— ♦— «i(Pi— ♦!> *^ito--i— ♦i-Osie, 

^"M Fi-ti-ot ...» n.:.-*.-, = o 

am éqaiwieal aa efiléne (1^ et il «il aiei de ««ir. q«e toae lee 



'W- 



i04 uïoxs ta* u» tvtxnon aux atmtmt rufinta. 

eroefaeU 






l» — ♦ - *» 0». — ti) — ." — ^-. C^- 



-4b-i).P,-« 



ne eoatieaatnl aueuM de* qurnUlk s, f^ -*tfm~t' Lai éfMti«M 
qu« r«n dilJMtt ca 4(alaiit cm cntdeU i na pMmal dsne Mra 
<!«■ eouAiaeooM im prëeéd«nt«t qoa li allw ubI kkatiiiMmieal 
véfiSéM. £a eontiaouit de k aort*, on uriwn doue toil à ui 
■yitèms iiKoopatible, «oit i un ixitèiiM en iamlutim. 

Tn&HitiiB. — âMt 

H,=«., H, = «„ ..., H.^,=sa.,, 

Mit $yttèm» m involuti^n d^ {n + i) 4qttmti»nê, Ut fH« I* «Utor- 
minant fMKtimutet 

D(B..H^...,H.^.) 



Dt»,P.,...,|>J 



M« Mif jMi n«t; Ua «•laiin 4« t, p„ .. 
aatitfoM aiur rêtatiatu 



, p. Ifrte éf CM éqmatwn» 



.«y 



Eb eRM, Im <qiutiou (10) dmenaenl ici, paiiqM [n«, Up] = 0, 

fi! ISI 'i». *r> W*k <»»J ■ 

«t on «■«oodiit, pir un nùonnement tout pireil i edui qui & d^ 
M emplojè (1 60>, que l'on a 



.-p, = 0, 



«p. 



'-£■=0. 



Iji valrar de * tirée d« eu é<|UitiuDa ml ilone an* inUgral* da 
•j^ika» qu'dlM fimoent. Gn particulMr, s Mfa uns ial^nl* do 



CHAT. TH. — vCraOBK W lâOW ET MAnOL hb 

•jrthM 

H| = «„ ...» H.£=i^„ (lIKII^-l) 

lirf du prMdent D'afllenn, «mbim i aestieiit Im (n — m -t- 1) 
caoMiatM uMInkM «.4.,, ..., «,4.,, «>«( m iiiifnli mmiIMi 



Amt iaUprar !• qprtèiM en itnoMUn 

H| = 0, H,=rO. ..^ H.ea 

oa «■! dooc ninené à détamiiier (n — m + 1} finetioiM B^^u •»» 
Da4.i fui forment itm m •yalAoM «n tytlteM «s iavolKtioB. Vmr 
«U, oNiudéroiu le sjvlème d'éqoAtïoM linëuirai 

(H., •1 = 0, [H.,»]=0, .... IH,»J = ». 

Ob a, coouM MV« l^noas m Q 66). 

lin. H.), ♦] + [j]^ ♦], H,] + [[♦, H,), H.] 

[H*#] = X(#). 
[H« ♦] = ¥(♦)» 
ridratité préeédcnte dsnent, poiaqut [H„ HJ =iO^ 

Ceai Booi prann que les équatiew lioéûrM pij, *] = fiimeal 
m aysMHM emiqrM. Pour tnimer un* iatègnSm di ce rretAiM d» 
m équaUoae A Su -*- 1 nriablM, dont on eoaaatt m lutégnla, m 
raim.à cflédMT tuw opéntion d'ordi* 9»'— S'm •«- 1. SoH lU^i 
nue inlégnfo de ae sjitèiM; on cberdien onmiU bm iaUgrtlt da 

[H,.«] = Oi „.. [«^..♦] = 0^ 

•t dM do soila. On un aiiui à Um MOMiriiCMMl dM cpintieni 
€min 

Sf» — «M •!• 1, tu * Sm — i, », S, 8, 1. 



iM uçoM nm us àt/OàiKm un tiMfttM numnw. 
EiiHiPV> — Comidéroiw W gjMmt 

F (F» f. 1 - f « - «») =c 0, r, (|P, t, ■ — y* — flif) ai 0; 

OB racoaiMlt auuiUt que 1m Inû équatioM 

r = «i, f»V * — ^* — flf = <S 

larment u t;«téma «n inialatlea. On aora 4oae «M iaUinla 
CMopMe du 1191(1» propoié < = a(X-l-«,y + fl^ poarra ^pn 
lu GOutaiitM «,, «I, «, vériOeat les deux rriatfoM 

Da mt«, la Ibéorie gtemélriqae de et ■rattiM «et Ma belle à Un; 
on a une iaUgnle da chacune des deux équitioDa en preuant Ici 
plana Uageota à deux' surbcci 1„ Z^ reApeetirement TmI pfaun 
tangent commun à ces deux aurbeaa denaera donc uae Inléfrale 
comt>'^ du aystème pnpohé. L'iat^nle génënle ae eoarund ici ans 
l'intéfrale complèla et il ]f a une inl^grale singulière, la dthreloppable 
circoRscrita aux deui aarraeea Z^ et Z,. 

HeMUtQUE. — CooiRM dans le a% précédent, on paumit montrer 
qu'il n'est paa néce w aire de pouvoir réaoudre lee Ajuatiooa 

H( = «,, ..., Ha^i^^a.,.)* 

par rapport i *, p„ Pt, ..., p.. Il aufOt que oea 11 •*> 4 Amdieaa 
■oiefll dittinetea. Oi remaniiia d'abord que «i on a ua aralème ea 
iavolulion de n h- 1 équations dislincl^a, l'une au laoiaa de oca 
équationa eoatieadra s; autreoMol, on aurait un ayitème complet de 
« ^qualtona à 3n variable* admctlaiit n -f 1 iatéfralea diatioclea. 
Tirant t de l'une de ces équations et portant dans lea autres, oa aéra 
couduil i un lystûme eo iovolulioD F, := 0, ..., F, = 0, ne coete- 
aaal pas r; le raisonnement s'acliève comme au | Si. 

66. Supposons qu'on venilte intégrer une seule équation 
H( — ■■■ 
L'intégration de celte équation revient à celte de l'équation linéaira' 
[!I„ ♦] = 0. 



CHAP. ¥11. -» mCtHODB tHK JAGOtl Et MAYCIU 



W 



Or, ri noés povfoiit détenniiier n mKgnki diiliiietot H^ ...y H.^., 
4ê cttte ëfMUon, telles que tous les crscbels 

seienl »d% nous menons de voir que Tiatégnile générale s'obUeadrm 
par des epéntioiis alçéMqÊieê. Ged CMmit «ae gémérdisiliett du 
lliéofféne de limmlle. 

TatostMi:. ^Sion emmaii n inUfràleê dkUneimB^ •••« Ua^.!» 
différente» deU^de r^jualieii IméeAre 

eaiUfaiiant mw r^athme 

•» Mcm rfoWllfrele générmie de tetie équaihn y«r des e}Mr«l<efti 

AUSÉBRIQim» 

•7. Sit en efipUqouil k MiétlMrie pnMdeiile à uo eysCèsse eo 
imrohitioo de m équstioaiy on est arrivé i im sjslènie en involatkNi 
de M équations 

»t *^ •!§ •••$ *■• ^* •» 

• 

tel qne le déterminant fonctionnel ° ?*" '"* "t^ ne eeit pas identi> 

qnement nnl, an lien de chercher la dernière Ibnction H.^it on peut 
réeoudre ees n éqnations par rapport à p^^ ...^ ft. et lee valeurs ainsi 
inndent réqnation 

^^^d» as j»g d»^ -I- ••• -4- j»s doB^ 



esMplélSHient intégndile. En efiatt des éqnations tU asO^ Hp 
hdl» par nn ealenl tont pareil an p rieédente» la rslatisn 

wiatiniis nons donnent^ pnisqne [Ait H^ as Op 

è-g' .(i.*-i.t..^«). 



»o^ 



-. J 




in utQom KIR Ui AffAfMiii Ain Btenln rkrmcum. 

On neaaMtt mus tto» Ibrint la |t<Bénl!MtiM buMédkto 4t h 

mélbod* de Li^ptag» «1 QiaiflL 

RciuROOS. — K OB «ppliqiM h nélbode de Jaeobi «t Majcr, mm 
m forme fèaénihy à «ne éqaaiwa F| s= 0, on oUient non aealeMeat 
une inUgrale complète de réqmtmi propoeé», mtis «ae inUfnde 
complète de l'AqulioB plu léBénle Ft ^ «it où «f «it «ne eouitiale 
({uelGODque. Il semble donc que eeUe mMwde al moîm dirade qœ 
celte de Caudi; ;^ ma» il est ûteile de lerer la difltealté. En elliatf dani 
toute équation do premier ordre, en peut introduire «ae constante 
arbitraire tant compliquer l'int^ration. Si par eienple Tiquatioa 
contient s, il n'* aura qu'à dianger f en z -(- «; si' l'équation ne 
contient pas t, cm chanfera x en : 4- ax^ ce qui rerient à rmplaew 
p, par p, + A. De même, si on a un système en inwlation tel qne 

P»-«.=0. -. P»-i-t— . = 0, 

oà ^, ^,, .», ^la-t vont 'a* fuodioiu île p., ...,]*■> *i> --t *■» M 
flbangeanl s en s + a + a,», + ... + «._! «.-i, on sera conduit 
i on noavrau système en invo!ulioa contenant n constantes arlii- 
Iraires 

» + « — ♦ — X, (y, — ^,) — ... - «,_. (f._i — ^„,) =0, 
J»i + •» — ti = 0. •". F— « + «-- 1 — *.-! = 0. 
Cette remaïqiw nous sera très utile dans U suite. 



Api^iquer la m é thod e de laeobi aux équations suifutai : 
1« j., + (3ai + «»0 h + (*«■ + S*J P. 

a» («,p,+«,p,)at.+p,(y.-l»,)[l.; + (R+»0<p,+a->Jî=«,; 

(lUSCHUtETSir.} 



c»". ™. — Irtin»» n luxtt et uns. itg 

* •=r(i...fc...,rj: *"*" 

* ft«! =»>! + •«; 

•* ri * ri + Pi ='•.+',',+*!+ m,*, + t^ + ^; 
*" r, + trt + P^,l,+p,x,x,^0; 

"• r^^,=r,t,*r,x, + rAi 



ilO itçaam wun lm fQO&TMmi aoi ai m nit» naanuM». 



CHAPITRE VIII 



«s. Ùm 4oit à H. Lk (*) «m nooMlle mHkaét tiaUp^Om ^ 
M ntladie d» la bpoo te piM natuidl* «ax Méthadet prteéJiaiai, 
dnt tite Ml n qndque «orle te BjnilhèM. M. Lie • M contrit * . 
«ette wiHhoi» par la théorie génërate dm qmcMriatiqme*. No« 
allona donner, dana ce chapitre, one dénoaatntkw, do» à Uajtr^), 
du tMorème Ibodamenlal «le Lie. 

CoasidteHu ua aytl^me eu involuUon ne eonlanaal pM te f 
ÎMonnue V 



m 



*v _ / <»v *v\ 

T— — F| l^t,'» .-»««-T 3—1» 

<»v _ / <)y i»v\ 
> JT, - '• V" "^ •••■ *' Jï~r. îïj' 

« étant en involalk», «a a idenliqnamenl, en maplaceat 



Oajatfene 4 

I\Mr ial^grar ce rratèrae par U mélbode de Jnoabi tt Ifajar, tt 



a tnit Oriwtaf 0Mem 



fMdni çonoMiieèr par chcfther 
Fi9 •^fPm an tjitéiM jaeoUen 



171 
inMgrale, iniMpiiMl» éê 



foif dévdoppéy t) écnt 



00 






bMfÎMM ^M ^pKqot i M sfrfèflM b aélhada dt IfafW d 30); 



«•=«• + «. «• = *! + «y.» 



•••» 



«a sa «S ••> f Jm 



't Vt* -^ 9m àUtgOÊàt 1m uamék» wurwiMet, et «■ 
■M iaUgnl* dn mwcmi tytléiBe jaooliiek 



CS> 



if 

et 

EL 






à£àf\ 
êptàxj 



= 0^ 



0. 



•AB„H„ ..^ Ha dédgaeat ee que devianaeiit F„ F,, ^^if^fult 
chnigMBMt de «■ritbks piéoèdmt, et «A oa • poeé 

9 ^ H| •!• lf|H, •♦• ••• + Ifalla* 

Nom Mfoos qoa pour «voir vue intignle du sisIèiM (3)^ B- MflH 
#aioir OM intégrale da là premièra équatioD de ca ayatèma» 

VUaana la aiitea diangaaMOt da «ariablaa dana laa tqpMlfaaa (ly» 
aDaa pfaadnwtla fmna 



<^ 










-t-^l^ 



^îâ 



^♦•1 



■*-• 



i»'^ 



• tr^ 



■i^-: 




f^" 



17S LIÇOm IDR LE» éQDATHWt UU O taH*M nUHItl-LtS. 

d oa voitlnnMiateneat q»e b ajitéaM JarobiM ^ jmh b ■««• 
rtlê, par Apport a« «TotAna (4), que la «pttiM (S) par rapport an 
ayalAna 0). fl auit de là que, aoH qoo I'ob miille InUgrar la •ptène 
on iawliitiaa (4), loit que l'on vrailla iatégrar l'éqoatioa aaiqua 

la prami^ opération à cflMuer acm b nèna 4aiM laa deux euf 
on aan à eharcber une ïd Vfrale de l'ëquatioo liaéaîre 

qui eti la première des équations (3). )laii l'analuf ta entre laa dewt 
proMèmei oc l'arrête pan U. Noua altona montrer en eSrt que, aJ «n 
à intégré l'rffuafion d tt — m -»• 1 vmritMf 

•n en déduira immédiMenunt une itttégràU eomptèls du «ya- 
t»m« (4). 

D'une fapon phu précÏM, noua allona flooatrar qua l'inUgnla da 
eetia équation, qui, poor t := 0, se rAduit i 

«■«■■ ae.^i + ... ••- a,2M 

i4rifielnaatreaéquationa(4).tnui;inona qu'on applique la prcaûln 
nélltode de Ittohi h l'éqnalioo 



■Jï = » (1. ».. -. ï.. «..1. ■••. ».. 1^*1 


.PJ. 


oa iMfnn le •yslime d'éqiKUou dilUraiilMIn 






,...«] 


Soil 




,„, (*.=?. ('. ï.. ■-. »- •-*. ".. *•*« - 




l'mUgnIe g*n*nilc de c* «ytlème, eâ a^^„ ..., «,, 


»^*. 



17t( uçom tm ui .tonaiom *n acurtei ràxnBuxÊ. 



S«t f, «6U* ialifnle; le w j M m» M inwItitÎM 

(8) ft-/ = 0. ?. = «.. 

peut, f aprto m qui prfaMe, Hra nuneoé i ww 4fMU«a ■■ifw 
i» — 1 nriiblM 

(9) ^-(W»0. 

Ite hwl0 înUfnla eomplèto de celte lUMmOa éqaiAioB, «■ pM^a *■ 
effet, déduira pu- des opiintkHU ilgêbriques umb iatéfrile t am f Uim 
du ftyetèiiie (8) et, par «tiile, de réqtutwn (7). Oa cherchera eaMul* 
une mté|[rale f, de l'èquatwn tio««ira 

«t OB raiDinen le aytlbme m lavolution 

à une équilioa unique à n — S nriaUei 

et ^naî d* auile. Aprba a — 1 opéntiou 4e m fean» M m» 
raiDe»£ à une ^quatioii 

à une \-ariaiile indépendante aeulemeat. De rint^fnb t,fimlli»U 4t 
eette M|aatîon diOèreolielle ordinaira, on dMuîn emaile, ■■ reBon* 
tant de proehe en proche, une inté^le cnmplète de ducune det 
^uationi inlennéJiaires et, par tuite, de l'équation (7), 

□laqM ioUigrale nouvelle dîniintunt le notnbn des nridiUe 
imlt^pendantea d'une unité, l'ordre de l'équition linéaira eofreapoiH 
dante aen diminué de deui uniléii. On voit facilemeat, d'aprèa cela, 
que la méthode de Lio exige le D><ïine nombre d'opérationt que la 
méthode de Jacohi i-t Maycr. L'application de cette méthode donna 
encore lieu nus remarqua auivantea : 

l'On viùl immëdialcmeut qu'i chaque iualant de l'opénliea m 



néOtûi» de Ijt «t ■ppUqaer t 
iM. Car, û 4MI â oUaaa uim ia 
'■*> ^ 0, ou m déduira «dcm 
■M iaUgnle OMuplètc da daei 

i $ ioUgnIaa diatiDclat f „ ..., 

I « nnitéi le jwmbra daa nuidik 
alai vérifienl let r«lation« 

ssO, (f,i=3l,9,..., 

badameata] dt Lie peut Mn g 
MM aya(im« en tnwl«iU«i di 
tciOM 

i = «. F- = «-. 

•aie» F,*H "•» '-♦. rf" «ifrt" 

F. «1 iiftUiM (le m -»• t fiM 

„) = 0, (*,* = !,«,. 

im« propaté •« ramte* A Féi 
— M — 1 •»- 1 vonoUn fadi 
égnie eompléU du cjetèma | 
Uifcale onnplète du tfalème ei 

s •«» «M+l ^^ *«f 11 *••»_ 

«Bt étn fétoltiea par rapport 
itioD e>t éUblte<g6B); •'!■ al 
iréeédeat qu'on pooTsit to^jn 
riaUoi p et I — |fc des mriabU 

, r^. ■*,,. -, «^ 



178 uçoNs MB Ui Èvauion AUX Dteirtel nuinnua. 

Im iwmbrM «< «t h ^**Bt diAcmt*. IW iin« trantfimMUw d^k 

•mplojte (1 03), on nmteen et eat ttt précédent. 

71. Nout ladiiiacroiu, «o lanaiDint, uiw luli* B Ut hnd» qiw 
tom pourrait ■uivra pour éubUr U tlitorèaw ibadanenlil de lit, 
cB t« nltoclitnt aux lliéorbmM gùn^ux d« Caudiy. KtprenoM U 
•yvlène (I) 

W 37, = '^' rfi;-*^-' 

•l Mippotwu qat W MoonJt nMnbm dt ett éq«fttioM ■oitat 
iMlomorphw ut TtMMiwgo du |ioiat x*, xj, ..., jrJt i^l^.!* •>.! in!* 
Soil, d'autre part, 4 (x^*.i, x^^n ■•■, xj une ranclHm quelcooquo 
dei variablea x«4.|, x^^.*, ■... «, boloowrpho, daea le veûiaafe du 
point x,i4.it :cÎ4.(f ..., mi et telle que l'on ait 

Ghcr^KM» B*i) txUU «oe intégrale V Am ^quatioM (1), MoaMT^he 

auTCMnafedupoIntx^.xJ x*,«tMKduiunti^(4^ + i, ...,«;J 

pour X, ss x% Xf ^ Xf, ..., X. := xi. S'il extate une ttllo inlégrale, 
OB conoaK Im wleun inilialeo de toulea loi d£ririei pariiellee 
de V oA ne flifure aucune deevariablea x,, x,, ..., x.. D*i^lleait, en 
diOlîrenttaut tea équations (1), oa pourra eiprintr toutee le» antres 
dérivi}*» partielles «n foiiclinB des prudentes. Hais, ici, U y aura 
plusieura ntnniirea de calculer une même dériréa; ainsi, on pourra 

calculer de deux Eiçons HifHreDice g — ^— ta partant des deax 

équations — • s F, et -r— s F,. Eu écrivant que les deux «xpressiona 

d*V 

ainut obtenues pour ^ — ^ — "ont égale*, on troute la condition 

qui est fériOée puisque le système (1) Mt en involulion. On voit alors 
aiaénmt que, ai le sfsténe est en inrolutioa, on n'obtiendra, par 
les dérivatîena, qu'une <eul« valeur btcn dctanoinûe pour cbacuM 
ia* dértffées. Si donc il existe une intégrale V satiabisant aux 



dé<nlopp«m«nt htod 



•è imfèmeUômê T„ . 
I tt\ aeS, 



flMMlMMl^mP C| = 



r!'»»-ii<«'4<« 



La Hiiminwm'i it 
failtanélaUipliu 

•i = »t + «. 



» 



il 



w tn AoKAiioM un ■ton*» numaun. 
ffnl» di I'a^mUm 

57 = F. + ir. F, + "• + If- '• 

0. tv réduit ft «M (bor*JoB dm Mvln nriikln 
rérifi» «uni Im «Ktict ëquatkim iu ijaikme (S). 
iuliH de la pfapowi w » établie pMr )« iTrti w wt 

lUfnh eDa»û)ér4t ^r Ma;«r, il mM 4* prMtfrt 
(ualioii (10; ^i, pour I se 0, ae rédwl i 



au». H. •- ■«(UtWM k TMN TAMULO. 



CHAPITRE IX 

ttodt géomtftriqit des équUeu i trois vsriaUss. 
Covrbet iatégralM. Solstiona ihioaUèret (*). 



73. B«pr«iMKn on* équalwn «ai dArivéet fiulicHn du prgmitr 
min entre vm fancUoo x et denx nriiUe* iad^pendânUt x tt y 

F(«.lf.r,P.f) = 0. 

UmtellaéqnlSon coEprimeDRc rohlioBenlK va point d'uMwrbM 
•I t« pbn Ungent en M point, ou» m qnl ratient «u nénm, entre un 
point iTuna ■urhoe et le nonralo tn ce point. Soient jr, ^f, i Im 
coordeiiBéee d'an point 11 d'une ■urflwe iaUtnlej lee 4quetione dt 
b aonoeb M «e point MBt 



Z — a 



' —i ' 



^T-y. 

P 1 ~ 

et, pu- enîle, on mit inmédialement ijve lee Donnalee i (outea la 
tmûo» iolégnle* qui piMeiit au p«Dt U engendrent un «tae (N) 
ajinl poor 4iaalkHii 



Fix, »,i, — — — . — - — ?)s 



Len phni laogonls au eurAceB inl<Knle« qui poM^nt en un point H 
enfcloppent p>r eonoéqueot un edne (T) qui cet le «Ane euppUnen- 



r» iri wtwil wnrni f iw»IM i wiit ' 
M. 0* mim «wwNir tiMl ■■ Mm 
w CMn ui ITtfrf^aM"*. mil 



■ Mwinein.NrtMi 
lUMMMMJa M. U*. 



m uçoiii nm ua ttaKnotm aoi wimném mmrrub. 
tain da oAn* (N). Dose, •< Cm o m W w fM ni*fb««i 
d ww équmtUn mma dérivée pmrtUtUt du prwmitr «n 
ekmqnt ntrfmtt p a tÊ ont par im ptM d» ttÊpmt», la marx 
M trouver mt «m etfite (N) relat^ à fa paha, on, c* f«< r 
m^me, I« plan (anjrcnl dalt taadtar- m cômt (F) aappU 
éa côaa (N). Ea paitieulwr, n le eAoe (N) m eonpomit iTiii 
àa pbiu, le cAna (T) se ridninît i na ijvtème de dralee et 
F ^ K décomposerait eo plasieura équatioDi lim^irM. 

De iDtme, eonsidérons toute* les surCuee intégre* ta 
UB plan donné P 

xsax -+- py + y; 
■u point de contact, on devra avûr 



par tuile, les coordonnées du point de contact TëriflarMi 
équaliona 

s s «z -t- fy -h Tf 
qnl définissent une eourbe (C) située dan le plan domi 
l'en eonttdira leê turfaeen inIéçrtUe» tongemte» à an pi 
poinu de etiitaet sont ritué» ■ni* mr« eertetiu eewte 
pion. 

A cliaqne point de l'espace oorrespond aioti un oéne ÇF^ 
somroel en ce pwnt et, à chaque plan, une cMirbe (C) utnt 
plan. D'ailleurs, un peut établir entre le* eourtiea et les 
liaison géontéliique indépendante de toute intégrale. D ca 
etTct, <\ae la eouiiie (C) vîtuée dans un plan P est le lieu dei 
de ce plan pour lesquels le cAne (T) eat lanf^t an plan P. 
le cAne (1^ relatif à un point H est Traveloppe des plai 
lesquels la couiiie (C) passe au point M. On pourra doue d 
oouriies (C) des cAnes (T) et inrersenteat. 

Les deux propriétés précédentes se tranafonnent l'une di 
quand on aounet les Buriaees int^^es à une tnnaAn 
polaires réciproques. Prenons, par ciemple, U premier 
laquelle toutes les surfaces passant en M doireat toucher un 
aux surfaces p3«unt en H correspondent des suriaces tanf< 



COAP. n. — tnoàrms» a thob vabubui. iki 

^■B P, ot â« etea (P) une mrUîM eonrbe d« pbn p. 0> voit, p«r 
ooMéquenl, qvc, ai dot sarbna ntitfbat i ane mtaM «qaUioa lu 
d < rhé M putieOe* da pranier ordra, il «a tera de aièiBa dt loan 
tnmtamtm par poturas nkJpraqaË*. Cad eipliqaa la nuoè* da k 
truuldraitliiMi da Lesaodre qai amant» k pnndra poar MaftllM 

P.Î1 «ssjps + ïj — t; 
dtt = p rfs + 9 rfy ■+- X <l|f + y df — 4s» 



par aate, ai aa p taa i ptiq poar variaUei iadé p aad a al—, il ràal 

Loa bnaalea de iraBtforantioa font, par coaaéq a a t t 
au à* au eu 

'=*?■ »=*?• •='*?***;—• 

at rdqaaUoa da pramior oidro 

ao ehanga an una aDovdle dqufltioB da pnniar aadra 

-fàu au à» au \ . 

Oa laaaaaaW iauaédialaawnl faa jt» f . » omA ko aaoada— toa d« 



Z - X =p (X — *) -I- « (T — y) 



sz ^ P + r, 

da aarta v» la tnaafemattoa'pcMdaala nriwi Un i na ' 



^^i 



ISt LCÇONS SUR Ul bMMTtOm AOK D<»ntCS PMMniUXÊ. 

hEWARQUK. — Si Im «oarim (C) lut in droatM poMr rdqMtJM 
primttiw, IM cten (T) MfMtt eomparii d'un Bysliint d* drailM daat 
r^qiMtMk inMforwte ^ni, ptr nit«, m d^oompetar* a platÏMira 
4qwlwiM lindiirak Ainii, pw «xempl». conaidéfau uo* ^«klM d* 
ta forme 



Ln 



(C;. 



^ » = «# + Pif + Y, 



ce Minl dose de* dnim panJlèlea au plan dea x>. La InMlonaatia* 
d« Leymdre conduit i féquaUon 



/(..,.'4)=. 



qu« l'wn pMl traiter iwnmc uoe ^uatkrn différealMIa flrdtnaira. 
De anéme, prc«Ma l'équation 

«A (Pt «1 « — P* - *W + >/■ <P, «, « — p« — ÏW 

+ r. tP. ï. * — Ji« - f »> = »• 
Lea «quatima de* courbes (Cl tunt 

«/.(«. ^ Y) + »/;(». fc T) + A («. f t) = 0: 

ce «ont donc det droit». La tranhlonnalion de L«|fmdr« oouieandnit 
CB effet à l'équalioii 



kl 



qui eut ré<|iMtion Uatetre h pluk générale. 

Il «t aisé dins bien de« cas de aa rendre compte da la poaitîon 
do cAtu) <T) et de la ooiirl« (C). AJori, dana la cas de féqaatîon da 
CUir*-jll généralisée, nous «vooa vu qve l'intégrala eonplète étaîl 
Tonnée par l'enaeinble des plana tangeati k naa certaine aurfaee non 
dévcloppible (£); le cAne (T>, relatif 1 un point H, est évidentment 
le rêne rircoaicril k <Z) et ayani le point M pouraoïninet; il n'« a paa 



eu». B. — tWXTKVM A TMOIB TARUDUS. 1» 

lieu ie emeidérar I* cotirb* (C), nuf dtmi l« cm oA le pUn Amné 
art UncMt à (S), H alora dte est iadMerminée. J'naom encnn 
réqnatioB du premier ordre qui admet poor inUffsIe eomplMe km 
■phèm panant par en point et len^ntee à nn plen. Ou ntl 
ainéOMiit que lootee celles de ces sphères qui poMent en no point M 
envetoppenl nn eAne (T) de révolutim el que les eouriMs (C) saal des 
oerele». Pur le voir, il suflil d'edfiwiuer nnn Ifus&nMtîon per 
rayons vcdeimi rM^uqucs en prenant le point psnr.pAle 4a la 



73. Ment 

(1) J'<*.y.i,p.ï)«0 

nne «quation i trois tariabletet 

(S) V («. y, t, 9, b) =0 

nne iat^gnle conipMe de cette équation. Nons savons que, l'ialéfrato 
singulière mise i pari, loulcs les iotéfraica de l'^uetioa (1) s'obtien- 
drt^t ea pesant t = f (s) el en tiiminaat* entre les denxéqnatioM 

(3) T=0, £ï + ,'(,)^ = 0, 

«n, en d'autres lemes» en aatociaut les oouriws dn complexe 

W v=o, ^ + .iJ=o 

suivant une loi convenable. 

Sur tonte intégrale coonplête, il y a nne btlinilé de eaaibcs carsel^- 
rkiiqnes (iX eomspondant aux dilEârenlea valenrs de e. Mais per 
tout point d'une IcUe smûce passe «ne se«le eonrbe caractéristique, 
comme on le voit iramédialement d'après les équations (i). SoU tf 
nn point d'une intégrale eomplèle S; la caradéristiqne C située snr S 
et qui paase an point IC n'est autre chose que la limita de rinlenedton 
de la sur&ee 8 avee une i^égrala complète 8* infiniment Totsinot 
iocaqtte S" sa i^proebe de S stiivaat nne loi gueleonqns , mais do 
tells C^oa que cette inlsnecUon limiu posas an pelai H. En 
partieuHar, si la ewftee S' sa nppraAo de 8 an passant eanalammcnt 



1M tx^otm sm un Cqoatumi* aux oiiiirta Fâjmttxis. 
par W foM M, la Usùle d< rintarvclioii da deux plaat UafMli 
an U aux aurikcea S-et S* fat éiiàtma^ml la itéiiératriea d« ecalaet 
ihi plan Uogwit en M à U anriaee 8 arec U etee (T) cormpvvdant 
an point M. Donc, étant 4onn«e ana nufina iaUtnl» qudennqne al 
u ne eanctériatiqna C situ^ aur celle aurboe, comAie U «xiale to^jotin 
une intégrale complète Uogente à cette sorfat-e tout la Ion; de C, on 
peu! énoncur la proposition auivante : Le* «rarbrs Mroctmfttfim 
tant iê» Mwrbn tracé» ntr une turfaee wtèijraU H lonfentea 
en chacun de leurs point» à la géitèratriee G de eentaet du 
cône (T) coiToipondant nvet le plan tangtnt à la aui/ace en ce 
point. D'ailleurs, comme an chiwiue point d'une aurOwe int^rale 
il passe une seule courbe possédant la propriété précédent*, m 
en conclut que let cmiriMs earartérialiquea sont les aculea eourbei 
jouissant de cette propriété. La définîliua précédente des caracté* 
ritliquM a l'aTantage d'être indépendanle de toute întégnde complète. 

Le lieu des caractéristiques pansant en un point M peut élra 
considéré comme l'enveloppe des intétrrales complètes qui passent en 
oe point; ce lieu est donc une aurtace inté(p-ale (3 40). 

Soient M un poiol, P un plan passanl en M et tangent au eAnc (V) 
correspondant, S l'intésiole complète tangente au plan Pan point M; 
toute surrace intégrale tangente en 11 au plan P poum être conai* 
dérée comme l'enveloppe d'une suite simpteueot inlinie d'intégralea 
complètes parmi lesquelles aa trouvera la surface S. La surface 
intégrale sera doue tangente k S tout le long de la caradéristiqaa 
issu* de M. On en conclut que H deux aurfaeea intéyroin sont 
tangente» à un méitie }>/uh en un même point M, eUci sont 
tangentes tout te lonif itf tu t:aractérùtique inve da point U, tl 
tangente au plan tangent t-oMimun à ce» i/etu- •wr/'aces. 

Ceci nous conduit à oss«icier aux courbes caractéritllque* les déve- 
toppiMet earactàrùtiquen, c'est^'dire les déieloppables circonscrilas 
aui Burraces intégrales le long d'une caraclérislique. La caradérisliqo* 
étant repiésenlée par les équatioaa 



les valeurs de p el de 9 relatives au plan tangent à la dévek^paU* 



aur. n. — «ounom a tmns tamailb. 
aeroBl Ibunûet par les rrialÏMis 



ày 



'it 



tpù m dépoident que da « el de t. De même qn'ane ooariie «mdié- 
ritliqiM peM é!ra maôèért» eomme la limite de riatenMtioa de 
deai ÏDlégralei eomplWee inflaimoit «Didiies, une dérdoppeble . 
cuKtÀiitii|iie peut être eooridérée oomine la limite de la dére- 
kppable cireone cr ite à deox inlégnies oomplites infiniment toi- 
sues. 

PrenoUf par exemple, deai iat^gmlee «riaÏBee S, S* (angeatee à 
■a plan P tn deox pointa iMf m' de la eourbe (C); b droOe mm' 
•■t vae géoéralriee de ta anrfiMe drfvdoppable circooemte A S et S'. 
Si m' aa n^nche lodéQwncnt da point m, la dioile mm' a pour 
limite la tangeole m( i la coarite (C) en m et la aurlace déreloppable 
etreonaerite i S et S' a pour limite la dérelof^ble caTaetàiatîqna 
paatant par la cand4ristiqae inue de m et tanfceole an plu P. On 
ea eoDcIol que lei génératrices de contact des d^doppablcs caradé- 
riatiques, tangentes i un plan P, avec ce pianotent les tangentes à 
la eourbe (C) relative à ce plan. Ce. théorème est précisément la 
proposition carrAalife de la proposition établie plus haut, d'aprAa 
laquetle les tangentes aux courbe* caractéristiques isme* d'un point 
eageedrent le odne (I) relatiri oe point A toute pro[Hiél4 des courbe* 
earactérïsliqae* correspond, par la méthode des polaires rédpKHpies, 
■M propriété des développables caractéristiques. Ainsi, les cotirbe* ~ 
earadéftslique* qui paseent en un point engendrant une miilae* 
inlégrale; oa ea conclut que les développables caradéfisliqiiM 
ta n gentes i oa |rfan enveloppent une auifsee intégrale. Cette auffaco 
a'est autre ehoee que l'enTdoppe dai intégrale* «omplèles taa g ea f» 
aa plan P, en la lien de* caraeldristiqiaaB tangtatas i ee plaa en tau* 
les points de la cotiriie (C). 

Le théorime étahU i^ua haut peut être généralisé eomaw 11 suit : 
8i dmx turfàet» bUéçràtei »nt un tuntaet fûrdn m en «h jwmC, 
oUm ent tm eoHtoet Ai métne ardre tmit U long 4» I« eourbe 
*ar«etfrjft<9W«toM«<i«e«jMitaa(l«iifv»(* en et jmM m» pUtk 
» è ce* «bnc arnicas. En aiM» seU S une sarftee 



MAT. IX: ~ ÉQUATimS A TMIt TAMAMJB. i8B 

oè p tl f ioat liés ptr la rektkMi 

La génteirict de contact de ce pian avec le edne (T) a dont peur 
éqnaliona 

Ptoor que la cancfériatique aeit lanfente a celle dnitc^ H fandim 
d'abord que Fen ail 



(5> 



dx __ df ds 

P " Q ^PpH-Qf 



= ill. 



en dësignani par df la Talcvr eoRimune des reports. Vùat 
H ilf , lappelooa-nous que la courbe est située sur une 
gfale. De Féquatian 

Mdddoil 

X + Zp -1- Pr 4- Qs =s 0, 
Y-f Z«-^ Ps + Ql i=0, 

'dp« 



irilp 

inté- 






mleurs iMea 



Rempiaçans dans ces eipreisîons P et Q par leurs 

de(5):fl tient 

(X -^ Zp) ill 4- rdx -f- sdy = 0, 
(Y H- Z«) dl -I- êdm -I- edy sa 0« 

ce qui s*darit 

(X*f-Zp)dm.dps^O,- 
(Y •i*Zf)ile4*4iqsO. 

rrialîone qui donnent ilp et ilf. 



78. Appliquons les considérations pi>jcédenles à la r e cbewli e des 
surCwes intégrales satisfaisant à des condittons géeesétriquee 



par eiemple, de leeufer nne i n t ég ra l e 




*<-. '5; . 
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-:k^;^ 



«■Tv» 






.x-*ù 
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190 ucçom nm lu Aqoatmhis aoi ai a ar iEM rArnnmuMM. 
par UM «ooriw C doute, bob nhléo oar IIbUbibIo «iafaHin «t 
n'^tul pM mse ooarbe anetérûtiqne. Soit S riaMsnW e hi wh éo 
rt m «n point de la ccNuiM C; en m il passe lue intégnle ebnplMa 
tangentai 3; d'aillenra, le plan tangent en m pesée par le laDgente m t 
à la dourbe C en m et est tanfent an cône (Tj corTespendant •■ 
point m. Donc, void conunent on obtiendra l'intégnle S : par tmt ml 
mène un plan lanf^ent au cAne (T) relatif au point m; on bit ainsi 
correspondre à ebaque point m un plan P, puis on dterAa rintignle 
complète pasMut en m et tangente au plan P : l'inl^iirale S sen 
l'enreloppe de luutea ces intégrales com[dèles lorsque le point m 
décrit la courbe C. Si on peut mener plusieurs plans tang«nl< au 
Aine (T) par tnt, on aura plusieum nappes île surTaces intégrales 
pasiaut par (C). Soit G la génératrice de contact du plan P avec le 
cdiu! (T), la surface S est aurai le lien de la caradérialiqua issue 
de m et tangente à U quanJ ai décrit la courbe G. 

Traduisons analytiquement cette oonstructÎM). Scuent x„ y,, i, les 
coordonnée* de m, p,, 9, les coefficients angulaires du plan P. Oa 
dvtra avoir d'abord 

F (-T.. J/., :„ P., 1J = 0, 
puisque le plan P e^t laugent au cAne (T) de soniuiet z^ y,, r^ Soil 
u le paramètre varialtle dunt dépendent les ooordonaéea d'un point 
de la courbe C; pour que le plan P passe par b langent* «l« il 
faudra que l'on ait aussi 

De sorte que la eonslmction g&Mnétriqoe indiquée pins haut raeiaol 
i prendre le lieu des caractéristiques issues des èUmaits («^ y^ t„ 
p^fjqui vérifient les relations précédentes. On retnmprfcMéaunt ' 
la métbodo de Cauchy (| 48). Nous avons v« que la valeor dt z était 
déreloppable poum que h quantité 

* du ^ du 
ne soit pas nulle. Mais le nîsounement ne s'applique plus si ceti* 
«pression est Bulle pour un point de la courbe t^ ; il est aisé de s'ea 
rendre compte. Lea cosinus directeurs de mt sont proportioBBeh 



CHAP. n. — iQvxttom a tmis tamak.». 
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* 5^» ^5» ^» «w» de la générilike G à P., Q., P,p^ -^ Q,ï.; 



wi donc Vëxpnmon préoddenta était nulle, mt eoincklerait avec G. 
Suppotcim qtt*en «a point particalier m de la courbe C, mi aoit une 
téaèralriee du cAiie(T); ca un point infiniment foitiin m* pris tnr C, 
en peut mener par la tangente mY deus plans tangents à (T) 
intlniment voisinSf qai eoincident qnand m' vient en m. A chaeiin 
de ess plans tangents correspond une nappe de surfaee intégrale 
passant par C» et ces doux nappes tiennent se raccorder au point m 
qui doit étrst par conséquonl, un point singulier de la surface 
intégrale. 

Un cas particulier intéressant est celui où la courbe G est tangente 
en chacun de ses points au cône (T) correspondant; on obtiendra 
une intégrale passant par cette courbe en prenant le lieu dee 
caradéristiqnes tangentes i G. 

Si la couibe G était située sur l'intégrale singulière» ily aurait deux 
intégrales répondant à la question, tangentes Tune à Tautre; d'abord 
rintégnie singulière, et ensuite renidoppe des intégrales complètes 
tangentes à Tint^grale singulière tout le long de la courbe G Enfin, 
ei la courbe G est une courbe caiactéristique, il j aura, nous Tavons 
tu, une infinité d'intégrales répondant i la question. 

Proposons-nous, de même, de trouver une intégrale tangente à une 
surfaoe donnée (Z) qui n'est pas die-mème une surbice intégrale. On 
«n^'diereliera pour cela une cooibe G située sur la surfaoe donnée et 
telle que (Z) aoit tangente en diacun de ses points an cAne (I) corree- 
pondant. L'intégrale demandée sera Fenteloppe des intégrales com- 
plètes tangentes à h eurbce Z le long de la courbe G. SI la enrCMe (Z) 
était elle-même nne surftce intégrale^'il y annit éfidemment une 
infinité de solutions. 

78. C—rbnn Intigmlnn. —Les courbes caractéristiques d'une 
équation dn premier ordre sont tangentes en chacun de leurs pointe 
i nne g énératrice du ctoe (T) relatif i ce point. Maie ce ne cent pae 
Iticomrbee les pins générales j o u is sa nt de cette p ro pri été; en efctt si 

est réqualisn dn cAne(I)de eomaMt (a:, y, x), pour qu'une. courbe 



19S tafwn M» us CovàtuMB Ain atMuiu mkhiiim 
poMtcb h i^nrcUU prieM^k, il fiât << ■> •a» TK Im em'M'ln 
«i y, t l4rilkBt l'Aqualioa iiniqiM 



» I», ». ». 



di' <llj 



•)=» 



La MlaliM gtaénfe d* cette «qttktio* «onporto ue KtactiM uW- 
lnir«i cw si <M pose 

• = ♦(*), 
4 (2) éUnt uM bBction irbitnirv da «, oa « fMiir dMemiaw y M* 
^uation diOérentMIe du ftremwr ordre ^ ^-^ ' - 

«(»,»,*(»),+' M. ^)=o- 

Nou< appelleroai courbra inUgr^f Ua couiliM wtisbiiaiit ft «U* 
condition. 

M'JHKa (*) a montré •(»«, ai on uit intvftrer «ne ëquation ans 
dérivée* partietles du premier ordre, on t îmmiidiateoMenl k« onuIms 
inldgraka. Cunaîdiroiu, en effet, les murbes dont les équatiens wmI 



?ï + »<->dt = 



V = 0. 5- + /(,>_==0. 



«di on a posé & ^ f («); ces eouriies «it nae enveloppe que l'on 
obtient en éliminant I« paramètre a entre les frais équations 



et Mtte enveloppe est évidemment une courtie intégrale. D'un •■!(« 
eM, on s vn au panirnphe pnicédeDt que lot i«nctéristtqMa 
tanfientes à une eourbe iutéjpiile engendrent une «uHace inldcnle. 
I..ee formules (0) représentent donc toutes les courbes inlégralea. Cet 
formules dépendent bien d'une fonction arUtrairc f, osais il est à 
remarquer qu'en (énérsl, qaetle que mîI la fonction f, elles ne 

A Mtmtiff i* tAnttmit en trltum. ITIL 



au», iz. — tvoxnas» a nuNS Tuuuut. IflS 

AwMnmt jamais les auvcWfMtïqiiM. !>• omrlw iaUsnla (6) ■*eit 
•lire dioM que l'aiTctoppe da eouiba caracUrMJqoa wlanM sar 
k MrfiN* iaUgraUdtfiiio pr ki dmz ëqiuliaoi 

par amalape tnt It cta dn mrfaeH dévelopraUet, •« rappelle 
•MM» TorAte de réknwmment de la muface. M. DarboMS a d'ailleurs 
nioniré que c'e«l bien effectivement une arête de rebmimenient de la 
auriaoe, c ' mHi dire um ligne suivant hquelte deux >appes de la 
surbee se laceerdenL Ce qui précide iwmm noaln, tm ouln* qua 
h conditioa aéc eM aire et «ufOsanta pour qu'une inflaité sîmpla de 
caraeUritlîqoas ansendra um surftee ioUfrala cet que cas tmtié- 
risliques aienl une eavrioppe. 

ExENHC — Considénms rëqnatioa du pranicr onliu fui adiMt 
pour intimle compléta lus plan 

(1 _ «•) , + i (1 + «tj , ^ a»» + » = 0^ 

qui seul les plans paralMes aui plaus laii(eala du elM 

X* + y* SE *«s»; 

Isa caneUfIstiquaa sont les panlMes aux (tekatrieas d» at etoa 
al las eaurbea inl%nies vériOent l'équalioa 

tf«* + dV*sit*dt*. 

, Je poaa k t. 4 A«). «t l« ktmtàm (Q 



— «»-*• tas * il*9f{a)ss<ï, 
— s■»•fts•l•S/*(■) = <l• 



/ «« (i -••)/•<•) + S. r(«)-v(«). 
{ »»=-(i + «')r(«)^-««r(«)-s/'(«>. 



iW uçom Mm u« tooATiom *m ■fcn tia naena 
Cm éqaaUoDi, esMaw 9 «t iM d» «'«a nain «npla, 
pw nprâwaUr Im puallèlet va féminttiBm im eftiw. £ 
k^i, ei» fbmiBle* donntat ki aoordoMlw d'UB f 
coarba plaae «t l'an ila ntto conrii* tiprimè» u a 
parmoiètra muw iikhm qtwdrataro. Si m pnnd k* s — 
OMiriiM ditet courbM minima qui atiiToat à la rriatioa 

et qui Jooeal ub rAI« ■! Important duu k tbéorii d 

Kiiiiiuw. 

77. Dans Is lotua V d«t ËitttittmiUiidu Annaltm, 

lie a aignaU an vortaln nombre «k propriMa dea eouriw* 
Une dea pliu ciiricuan eat k aulvanta : rowt* etmri§ i 
un tontaet du teeond «nfre amc k* êurfaee» intéçr^ 
tant tangente» (■). 
StMcnt, en eflet* 

(7) ï'(*.y,5.I».ï> = 

me f^utUon dw piwakr ordre «t 

« = t (•«. ») 
■ne Mirfiiee Int^rak S de eetk éqaalioB. Strfl U im poi 
«urkee, P le pUn langent en M, G k (teéralrice de 
pkn P avee k otne (T) reUtiT aa point M, et I ane court 
pandanl an 11 et lant^xnle 1 U droite G. La couriie 1 i 
ayatàme d'éipialiont difl'érentidl'^ 

où p •( 9 d^tignent dee fonctkna de z et y dûflnka p 



[arUridt«M.CUatd«aM «iw fqa 

»D<aTdmiT(cl*artd«d(li4MU>|»lt«l|arMlMaa nmlact «i t 
L-i xarl»n laUtrala ^ii |nr «■! Itofcpl»!. ilWrkMi. hr. rir» a. 4T.1 



CB&r. n. — iaaanaom & taon xànumMt, 195 

ttM (7) JtinI* & MM Mtn rdatioa 4l /briM «rMnrfM 

4Qidép«Ddd«)ieowbtiaUtnhaonBi(IMtL Sefnrf ^«, ^y, 4*s 
1m dilBniiliellM ■eooaJM 4« «, y, s rdalîfM à «a déy^wint wr 

f s — p JP* — f rf*y s rfj> ((« + rff i(y, 
fltfu'swtet 

PMbqa0j*,f «ais6mtihidalioa<7>, on a 

X rf« t- T rfy -1- Z de 4- P dp •!- Q <ff ss 0, 

MmI, d'ntm p«rl| p, % 1 1m MrivéM wMBdM dt t pMr «a pihil 

dt 11 Miftea B; «a au* 

( X + pZ + Pr 4- Q4 = 0, 
( Y -HZ + Pt + Q*s=0, 
•a 

(X + pZ) dl -«• r tf« -1- « rfy 3s 0, 
(Y -t- 7Z) dl -h f dx •*- 1 d^ = 0, 

•a nnpbçurt P, Q par Ieun> valeiut liréH des équalmu (8). On en 
Mndnt, ca muttîplîant lc« âeoK nlatïoiu pir d« «t dy rapMtÎT** 
MWBl fit m l«s njoutwl, 

d(]Xdx+Ydy + Zdtt + rd«^ -l-S>d«dy-t-(dy*si<K 

On a 4oaa Im ima lalittou auinalM : 

J dï-pd*-«dy = 0. 

( d>cyd*x — «d'y — Pd«*--Std«dy — ldy*sOL 

Cm dm ^natioaa «qpfîoMat qn!! y a «a «olaot da Mcoad ardra 
latra k MUifca I at h laThM B «a poiat M; tu, daapoM 



ISS LKçwra MW us tqoATiom aux •fiuvtn mkhilus 
iiiUgnU ob te nu m <tinhii*t « Mtr« tn dtH tf^mtkms 

» = /(•). 

ComidAfMi U canelémtiqiiv comspnndHt i la *at««ra, Ai pu»- 
in«m«. lc*»atMndcj>elf en un point jr, y. t d* cette eificléri»- 
ti^iM HTOnt données par le* fennul« 

dV rfV „ rfV rfU „ 

dx ' et rfy ' rfj 

•I, par auilc, ne dépendent que de « et f{M)', en ditUraolâBl m» 
Aqnationi, on v«m que lei vsicun de* dtrivéet MCondw r, *, t ne 
dépendent que de a, f{»), f («), /* (a); d'une maniire féatnHt 
les d4f héci juâqu'i l'oidre m de e par reppori à x et é y ne dépes- 
dent que des m premièree dérivées de f{a). 

Soit alors S' U «urToce inlétrale obtenue en prenant k=^f (a); 
puurque h^ deux surfais aient un contact d'ordre m eo un point de 
la caractéristique, il iauilra avoir 

et, par awtu, si les conditions sont x-ériRéca en un point de h 
camctéristîque, «Iles seront vérîtiées tout la long de la randériatique; 
d'où résuhe la praposilion énoncée. 

74. Pour tcrtniner ces considérations «ir lei aractérintiquea, 
nous altons monlrer comment on p4ut retraurer leurs équatioat 
différentielles on esprimant que ce sool des courbes situées sur um 
t-urface înlégrale et tangentes en chacun de leurs pùnts à ta géni- 
ralrice de contact du plan langent en ce point ai-ee te oône ÇT) 
rorrMpondanl. L'équation du plan tan^nt su rtna fT) relatif 4 un 
point T. y, z est 



our. a: *^ équathnis a Tiuiit taaumjb. i89 

oii p tl 9 «Nii Hés ptr la rfktîM 

La |én<ralrkt de contact de ce plaii avec le cône (T) a doec po«r 
tfqttationa 

P Q Pp^Qf 

Peur que la cafacfériatk|ue aoit tangente k celte dnitc^ H faiidni 
d'abord que Fen ail 



(S) 



dx^^éjf dz 

P ~ "Q ^ Pp -4- Qg 



= di: 



en ddrignani par dt la Yalcvr commune des rapports. Pnir avoir dp 
fi rff , mppekNis-nous que la courbe est située sur une surlboe inté^ 
grale. De féqnatian 

P(*. yt *tP»«) = 0, 
on déduit 

X -f- Z|» -e Pr 4- Qs 2 0, 

Y -f Z« H- Pi + Ql s 0, 
en posant 



à^9 â^z 

^x* dx dy 



Bem|da9ons dans ces expreisîons P et Q par leurs lalaurs tiriea 

de(5):fl vient 

(X -^ Zp) lit -f- rdx -f- sdy = 0, 
(Y H- Z«)df -I- silx 4- Idy aO, 

ce qei s*éarit 

(X-l-Zp)dl<i-dps.O,' 
(Y •►Zf)ilt^4lqsO» 



lelaiîottsqui donnent dp et df. 



rsdwrckedes 



snrfiMoa înlAnsIca oatisCiîsant A des conditions néométrimea 



F» 



pie, de lieuver «ne i n t éf fu l e 



yM' 



UI' 



r-f^ 



t » 



V<^ 



•"">;-■*' 

7-r^-fi^ i 






-«^4 



-'sSi 



.^ 



.'*7V- 



n:^ 



^1 



• ^ ■ 



5v: 



,r.L?fc'|-^"* 



198 utçotm Mm LK» tQUATWin AOx MbuffB rAxmuxk 
Fmv (Mlle cMiriie iaUgnl* «■ • d*«bonl 

Lt fin laagwt H cAm (T) Miiraat la Uagwtto à eette cowb* a^Mr 
équatïM 

2-s = j.(X-*) + ç(Y-ïr). 

et là miaénUke de oontaet d* ee plan aree son eanloppt ^MàmÊm 
«n joitfDul à r^uatioa prMdenlc la nUticn 

— <(x =: rf^ (X — ar) -t- df (Y ~ y) — f <ta — f «fy, 

dp (X — x> •^ (I4 (Y — y) ss 0. 

CboneboM it mené la langcnta ft la oooriit (C) èi ^as P, reyrè- 
wntAe par les éqnaUiua 

r(X,Y,Z,y,,)==:0. 

Z-r=p(X-x) + ,^Y-y). 

X» Y, Z ddsicuuit las caordomtéea eooniitea. La (ufiaU à «ett* 
couriM aa point {x, y, s) aen définie par les deux idatwns 



ox oy àt 



Ponr que eetle Uacenle eolocide Bfee la gtntntrioB pi<ée4dtBl«> B 
tmân qiM Ton lit 

àr _ dl 

ÎÎ*'3Î ÎÎ*'5Î 
eee rdatioa*, Joinlee aux lonnulea (11) et i ré<|uatîeit d P ^ 0, cas* 
4«ieeiit prààaément aut ««jnationa diKrentieitei dee eanOdriotiqaM. 



caiKi a — tmmoM a non xàauauM. I» 

7S. BriiHI»»» •tatalUrM. — Scil 
(m V(x,,,f,^6) = 

voé iattgni» eomplHe d*ane AjtMtîoa du premier «Hn; mppoMiis 
^M OM suftce» admeUenl nne ntclofpe définie pu TAïuilioii 03) 
Jointe ans Anulîou 

^ ' <>« • #k ' 

ol ftt*e)lei UMMbent celte enreloi^ en BD point on en nu BomWe fini 
de pointe. A loot ijBt£me de Taleni* dei perimèlrn « et fr uo rie epu nd 
■n point H de cette envclo^ie Z où cette enveloppe est toncMe par 
b snr&ce V oorrespondante. Ea font point H (a„ \) de Z pevw 
nne infloité de canulAûtiqiies tangentee à Z, eu* ri on eon^idôre ta 
cunetériatifoe définie par lea éqnatioaa 

cette earactërietiqne paaae an point 11, qnd qœ aoit e, et eat Artdcm- 
ntent tai^ente en ce point A S. A toute direction de tai^ntte i la 
Btiiboa Z an point H c oi ree p end nn sjsiéme de Talenrs det diflëfcn* 
tieDaa do et dfr qui définiiwnt cette dincticn. Soient C cl C deux 
conAee Iraeéee enr h aorbee Z et panant an pmnt X, da, di; 2a, 
ti lee diflëienlidlee eomipandant resper-ltrement ans tangente* - 
mUkC*tC.L'uaigtAam»pU»0UaÈtealekZeawi^abAW, 
lafinineat voidn de U. eitnè enr C, eonpe l'ialégnb eemplète, 
taïqento à Z «n tf , nÙTant la eanetdiiillqne qne Ton «Uinft es 
pnaant pour h eoiwlantn e la «nleor e s: r- • Cbepdboaa la rabtion 
fni dett «aider entre lea diflimtiellea d», ds, 1», S« ponr qna 
eatin camdériatiiiiie aoit tangente i la eouri>e C an point M. Lea 
dilEferantidlea d^ dy, d» rriativee à nn défiaicwt le le^ de G 
rletrriationa 

*V. ^V. rfT. . 



90O UeOM Mil LB fOUATtOX» àOX lAUVClf PlKIULUa. 

Pour un dcpbccniMt le hms de la ondéristique sa i 



(15) 



lia àx ■*" «o ■*• * * <a <>.- 






r^ nicun dt rfx, rfy, ds tirite* da fiMmaUt (14) ti (itQ 
Ml* Im mtmn, et qui doene li rthlton 

^«* tfaàb*- ' àh* 

Crile nbtioB bit eormpondra i loule Un;rat« U|i ûuw du point H 
une autr« (anjrenta M/ H, eomiiw dlr Mt synkétriqiM par npport 
sus différentidlM (f et S, nUs convipondancs est rteipvqiw. Oa 
dAflnit ainu sur U surfoee X un tj-ilMne de lignes iiulogiies «uz 
lignes conjuguées sur une surface quelconque. Pour que les deux 
tenantes eorreapoodanlcA ae confuiKltint, il faut avoir 

^-; da' + 3 -"-^ï da dk + ~ dfc» = 0, 
du* aaàb àb* 

et on ■ aîDsi deai sArics de lignes, traeCes sur la surface Z, uutlatn'* 
aax lignes Sdrmptoltques. La Ihterie qu'on \ient d'iudiqun- se réduit 
d'ailleurs « U lUorie ordinaire des lignes eoigiiguéea si l'iulépala 
compMe est un plan. 

flRMAiiQUE. — Dans cp qai préoMe, nous arons supposé inpiici- 
temenl que la rehiion 



/ d'Y Y d'Vd'V^ 
\àmàk) da'àb*~ 



n'éUit p«a satis&ile, car, si elle anit lieu, le rapport - 

dooné par la fMinule 

d'Y Ib d»V 
db_ dadft 8a •*"da' 
d«~ d^Vlfc ~¥v" 



— ÊVUTUan A TRM* TUUBU». SM 

• Diu ce «u, tmlei kt onnetériillqiicft 

pwmtl ca 11 Mnient UdscrIm; c« lenil nn eu aulopw à celui 
iet tarfieM dinloppablct oA la cancUrûtiqiM du plan tangant cit 
toqfoan la f[énératrtce. CouidénMis, pu- oraiple, mia tarftn qoal- 
eoBqw (£X <u> <>«* ajaUntea de lignes de coariwic de eelte tnrboe, 
et famtee lei Bpbèfm latente» i la nriifece et ayant pour eenina lei 
eentm de oawbara priaeipanx eor rw pondaat an irstèina de llgnaa 
de eeniiiflra eomidéi*. Inuginon qn'ea ail formé l'^nalitMi da pi»- 
Biier flcdre qui admet ce aptèDMi de aphères pour inUgrale oom* 
pUI^ (Z) aen b airiolMB aingalière de celle éqoalion. Soient H un 
■peint qadconque de It lurfaee (Z), C la ligne de courbare da «jatàme 
eonaidéré qui paaie en H, UT h tangente à celte ligne de omilMire, 
O le centre de oouvbnra eoneqrandant» S la sphôre île centra O tan* 
fente ca II à (Z), HT* U tangente k la aeeende ligne de «mriiareqni 
paaee en M. Pcenona mr (S) on pcnt If* inAniment foiiia de M; 
aoienlO' le acatre de eonrinm principal correqpondaal et S* lâcher» 
de cealie 0* tangente en H'. La deox ^bèfes S et S* M coupent - 
•uivant un cercle « dont le plan est peq;iendicnlaire & 00*. A la 
limile, la droite Oiy «et aîtoée dana le plan tangent eh O à la anrface 
lien dea eenlRi de conilHira principanif c*eat4-dire dann le plan UOT*. 
La tangente à la caractériatique eat done la droite UT, de quelque 
lapon que le point U* ae npin>oche indéfininent du point U. 

80. L'intégrale eii^lière de Ij^^nge possède donc tes inî» 
ympti^è» aoivanleB : !■ die est l'enieloppe de toulea les autres 
intégrales; 3* ptr chaque pcHnt de cette lorlaee, il patse noe în/iniM 
de oractéristïqnea qui lui sont tangentes; 3* par lonle eoarlie de 
eatle anrftee passent d&tue înt^nles langenlee, felle «urlàce dl»- 
mente et renveloppe de lonles les intégrales eompIMsa qui lui sont 
tanfntei le long de eatle eonrbe. 

Cwdeuderaiènspropriétéepemettenl Amlement de dédnir» la 
ashtfsa siagnlièra de rdqnation au déiMss pertiellee aDMatee. 

i'Sojt 

■■• dqntfiea da pfcinier etdrat «^ y»» *#* IV f • <■* dUsMii 



90S uoçùnm ton ui toiOAJM» Aine vtnftÊ% PAsmaxa; 

qudeottqiift de rittygrale nBgidiira (^ de Legrufe^ il bmà 
le sysièflie d*4qiiaUoiis diflércnUcllie 



dm *f^ ^ 






«dmeCie ne infiiiilé d*inUgnikt etneipoadattt a«x faleviB l e llMM 
^•» y«> 't* y^f 9r '' '^^ évidenmMit pour cela qm eei ëtéoMeft 
annule font lei dénominilMin, car tî, per exemple, P^ était différent 

dy ds dfi dit 
de 0, on en tirerait pour ~ ♦ ^ » -. » v- n» aeiil ratème de 

valeurs finies et bien délerminéea dana le voisinage de eea valeure 
initiales et» par suite, nn aeul ayslàme de valeurs pour y, s, p^ q. 
Done tout élément de (Z) doit satisfaire à la fais aux cinq équations 

FsO, PsO, QsO, X-i-jiZsO, Y + qZsO. 

9* Servons-nous de môme de la troisième propriété de Tinl^grale 
singulière. Soit C la courbe d*inler»ection de (S) par un plan parallèle 
au plan des yzj ayant pour équations 

» = x^, « = ?(y). 

Tous les él<:ments x, y, z^ p, 9 de la surface (Z), le long de la 
courbe C, sont bien déterminés; en particulier, on aura 4 = f ' (y). 
Si ces éléments n'annulaient pas P, on pourrait résoudre Téquation 
F = par rapport â p et la mettre sous la forme 

P = * (*» Vf •: n\ 

If (x, y, r, q) étnnt une fonction déieloppable, et alors, en veitn du 
théorème de Gaudiv, il existerait une fonction s, et tme asnle, qni 
satisferait A cette équation et qui, pour x s ar^, ae réduirait A q (y). 
Si donc il passe deux iutëginles tangentes Tune A rentre par la 
courbe C, il faut nécessairement que tous les élémenta de (Z) annu* 
lent P. On verrait de même, en coupant la surtSMO (Z) par un plan 
parallèle au plan des sx, qu'il fkul avoir Q =: 0. L'intégrale (Z) doit 
donc satisiaire aux trois équations 






(16) 



FssO, P = 0, Qs=0. 



CK». a. — Cqoawrh a xbois tabubus. 9ûO , 

Ob «a floodot autaMDt, eaaa* mm l'aroM n (| 14), qu'die 
Mtiibit mm ns éqoMUoos 

(17) X*fZ = 0, T + çZssO. 

L l w WpiU dnfBlîèfe d« I^gnagB nlialail dose «nx ifwUMMa fil 
Mt M priMS piM but pour di'Haitioa dea mUgnln ijagalièm. 

U. SU «tisli SM iaUgnle Biaiialiftiv 

R(«,»,») = 0, 

pour IM» 1« poUtto de cette eaifeee lee cinq éqmtioiif 

FsO, PnO; Q^O, X+pZsO^ T^-fZsxO 

■daiettnint aae eolatîoii commune en p et f . Réeipiw|nnBaBt, i^B 
niale QM nrfaoe telle que, poar loul pnot de eetle nirten, \ni eîaq 
dqnliona pvMdenIce Mlmettent me aohitieo eonmiiM en p et f , 
cette euibee «rt une iatégnie sinimlikre. En eflM, pour tout déplace- 
MCM eor flatte sotuoa, M eora 

Z d« + T dy ■!■ Z de •»• P dji -I- Q d^ =3 0, 

ea, en leainl flOBpie de flee fdatioM, 

Z (ds — j> ds — f djrl r= 0. 

81 Z n'est pei nul pour ca Ttleun de fi et 9, on en eoaeitttqMjtetf 
nal lec eoefScienta anguleira da plia lenRent à la Mrftee eonnidérée, 
qni ert, pur euite, une inl^gnle doguliére. Mai» ai Z cet nul, k 
tniaonneroent ne i^*i^Uque ^us. 
Toute inté|nle linguliftre d'âne dqiHiioa iiu dérnte partIdlM 

'(*.y.»,p,9)«=û ■ 

defint fMOer lee cinq dqnationa (10) et (17), il eemble, d'ipièi 
cela, qu^iBoAqualion FcsOpriceen hâeird n^dnMltni pee d'inlAgide 
■tiifpm—, paîaqne dnq équatloaa ne détaminent, en général, qn'aa 
■aMbnflai de ajitèiiB de «lam a peur dnq «ariablea. .Opendaat, 
eamaa eaa cinq dqoatiaae ant 4té «blanoea avae laa dirivéea paitidiaa 
I tealkn, ci point ponmit dooMT Uoa I vdigm 



, 9M LBÇon sm un iQO&no» aux dAutCo natrasiMM. 

0* fCMl rendra te nbonneneat ^m préeie. Si It fbadka F b^ 
fM M priée d'ime bcoa pertievlière, rélimtnation de ji et 4e f 
entra lee Unie ^oetwu* 

F = 0, P=sO, QssO 



comlain à ime eerUioe relatios R (z, y, r) = i 
finUgnle nnfulière de rèqwtUoB F = 0^ li die eûtrle. I^enoM 
niainlnunt ré«pieUon 

F (*. y. ». P + «. î + fc) = 0» 
u& a et fr d^ifnenl de* foneUoos quriconqHei de x, y, s. L'tiimiMliM 
de p et de f en(re celle étiuation el let ralalioM 

àp ' 4lq 

eoDdaira éridemmenl lu môme rteiltat, 

n est cUr que U mirrece repréienU!e par cette ^qiuttioB ae peat 
salittAln H l'équelion précédeate, quels qtie «oient a et 6. Oa eoùchit 
de lA qu'uiw é-joation attv dérivée» partii-nea prite «m haaard oh 
ptrmée direetemant d'une mmùin quelconque n'admet pmt if tmr 
façon normale ttititégrate Bingulière. 

Les conclusions qu! pr^fMent paraissent être eu désnocoid avec U 
thùorie de La^o^n^. Fd effet, il M-inble, d'»)>n'r« ce que nom avons 
dîlt qu'en prenant Tcnvcloppe d'une intégrale complue V («, y, % 
a, fr) ^ 0, on a toujours une inUffralc slnfruti^ri'. Ce d&qtooant n'est 
qu'apparent, cnr le raisonnement de Lagrautte suppoee quel'int ^ 'i a l a 
complète a rfffctivem^nt une enveloppe ou, en d'autres lennet, que 

les fondions V, -r- • -jr "otûfont aux conditions de wnliitiûlc qu'exige 
la lliéorie des enveloppes, ce qui n'arrivera pas ntossairement. 

Les théorèmes i^'néraux de Caucby nous apprennent luen qu'il 
existe nue inflnili d'int«^les complètes holooiDqibes dans un 
certain domaine, mais rien ne proui-e que ces intégrales complètes 
seront continues dans une étendue suffisante pour qu'on puisse leur 
appliquer U théorie des envdoppes. Nous pooTons même nlUrmer, 
d'après ce qui précède, qu'il n'en sera pas généralement ainsi. 



au*. B. — towno» & mm t^bloui. flOB 

•3. ÉlodieM nalotcDiat d'an fN piM pri« Iw tfmwi cimM- 
tiawi «A r^quallMi 4ll pnmiCT «drt 

admet ont laUgnle aJBBuIlèfv. Koni nou m diM h* pui|ilfhM 
|ricM«»l»cp»t«im«Uti«h1ilhi>Miidin<i«rtli«M(1«)««). 
Syppomii doae qui nble u» iaUfnb ibiidUn (Z) it Hit H •■ 
poiil da eellt idcbei. Lai «qution d> h aonadi HM« Il (i^ y, c) 
iWiaot 

X— « _ Y— r I-I 

"7~~ < "-« 
ai r al « aaliiint au Ajiulioni (W) ai (17). L'dqiatloa da etoa dai 
■enaaka, nlalifan paiat H, cat 

P = 0. Q3O 

•iprimeal que la nonnale i la waitn» (S) «t «ne gteératrkc dovUt 
du e6iw de« nomulet rdatiriu point H. Dooe, pour qu'une intégrûU 
wtt âbtgiMkret U faut tt U «u/JU que la normale en Aaque point 
tgU une gémératrite double du eâne {S) relatif à ce pwU. 

E9 géa4nl, le cdoe (N) rdatif i un point queteonqHe de Tttfoee 
■'admettra paa de géiiénilriee double. Pour «voir «'il axiale use 
fal4fra)e lingnliAre, on dierdum donc d'abord k lieu des points de 
Feapaoe pour laaqueb le otae do* nomalca eoncapondant admet «na 
druile double. Ca lien a'obtiendra en élininant j* et 9 ntra lot 
dquatioBa (16). Soit R («, y, t) ss la rdmllat de eetto éUminatioB. 
ftor fM flolU aariMe aoit une itfdgnU ai^di«i% a faadrt m 
«■!■« qae la aormale en diaqoe point ooit prénaéneat la droite 
double «onapondaBla, œ qni aenM g prim* , 3 cat aiaé do. le *alr» 
parlearetatîone 

f)9t — 1 âant le* {MramMrea direolenn de la draile double. . 

Si le etea dea aormalei nhlifi un point québonque de reapaee a 
ta V""» ww (teinlrioo donble, les dqnatioM (10) ne aarool pua 



sot ugom sum u» /«utiom aux DCMVtui hkibllel 
audMtm at IVUmîmIim d» p «t de 9 entra M éqwatioM mmitl in 
à «M IdantiU. Soient A, B, C iM pKTnMètiw diraeteun da l« Cteé» 
trindoubtodacAiierebtirànBpoiBtquelcuitfiiwM. A. B, CMroat 
dw fcoetiom oodbmi de s, y, z. dénies par Im éqtwUona (16). S'U 
«xwto une anlatioB d^nlika, «lia dmia uliafatre à It rtfaiM 

(18) Aiff <f Bifif -i-CrfissO, 

c!at-A*din> qiw ; dem vérifier I«k ^uatuni 

rf(_ A JU B^ 

rfr~ C* rfy— c' 
Kn éerifaal que l'on a 

on Mt conduïl i k Ktalwa 

«»>î^(-a)*(-D^(-ê)=è(-?)-{-!)^(--â)- 

Si celle fiquatiou n'est p:t« tdrntfqifentriif TérilUe, eHe fearnir» m 
ndalioa ^i (x, y, c) =: 0. Si b fonnioa ; d^linie oar twfle nbtio« 
salûbit i l'Aquatraa aux dilTérantieUca lotalM, elle lounin nnc iaié- 
grale singulière; >>aon, il u'f aun pus iI*inURnla aininilii**- ^ I* 
condition d'intëgnbilit^ M9) est v^rin^ iJKntiif^ement, l'éqnntioa 
aux dilKrenti«H« totale* (lii) admeLua une int^^Talo 

d^adant d'nne constante artîtraira c, et il 7 aura une tn^nild 
d'intégralifii BÎuguUbres. 

Cmtiqiuifiienl wici la marche à suivra pour ndiordier W inté- 
prjile* •in);u!ières : on èliminem j> et 9 entre le* tnda équations (10). 

l' Si cette «lîminulioa conduit & une relatioa 

R(x.»,=) = 0, 

qui n'eat pa» vêrlftie uletUiquemeM, on esaminera si la fouclion s 
déGnte par celle rvlalion satislail aui trois équations 



t3Up. B. — AnuTiom A «MIS riMUMum._ ÈBfl 

STtf «■ Mt lùni, oUa donae mam inUcnle n^olilrai 4hm h «M 
eMtntre, il a'ea aille pu. 
S* Si r«i«HtiM de jiit f cBtn Iot Iroit «qotffaM 

FsO, PsO» QssO, 

Moduit i uM idtnlilé, «■ dwrthan dindeiMaU par rapplinliM d« 
h Méthode fëaénle, iTU Mirfe des iflUcnlei eMunoaM * CM lni> 



Baatfu L — Caniiliwi ré^attÎM 

F=M-»=0; 

M* 

P.f. Q=,. 

Oaw s s Ht «H Irt^fala liniJièw. Es iM, r^qMlÎM d> 
itas dv BonulM «t 

Ptnr ssO, M ediw m déeoayme en dMu pbM X— snO^ ^ 

Y — y^O dont rintenwctioa «t perpndieolain «a pUa sbOl 
D^uIImm» bou «VMM va d 41) qiM 

. = (»-•>(»-») 

cat aaa îalégnl* eoaipUU ftnaét da panMoMei kiporMifaia 
taagaala «a plan daa cy. 

EtBHPLElL— Soft 

Fs^f —<•!••« + ty s 0^ *t%Oï 

•aa 

L'éUalaaliaa dt F «I f nti« r m Oy P m 0, Q s doaa* . 

« S8 as 4- ky, 
qnl aa atfiabU pas A rdqoalioa pnpaaAa ; fl a'r • daae paa d'inldplla 



' = '>• «-n 



"■■"««>>reri,^,j 



5 = e; 
'0. f»D 






■'«tunl. 



«"'•<«iiiiiM.Tr"°"'"''«'w*i ■»!„,• 

luliu, rt |_ . '""ff. on Ireiiw — il- . 
rulio» , ^ ^— o)' 



CMJkP. a. — tQcuTmn a nom t&rukjs. 909 

. ^^ àê Lagnag*. Oa l'obtient «a prauat Tenidoppe det ioUfnles 

eowpHtoi pa«r lMi|iMll«i • «tt an* booiIibU «t k lealv rarie. I>*«im 

— iife ftaânUt, cfaaqiM Ibb q«^M éqoatmi da pranier «rdrc eU 

dahfcNM 

•è m, «, ]i MBl da> nonltm entien mpéritimi «■*«« uns 4m 
latégnln «ûifalièrM «a ebeidiaat Im inUgrdOT imm—w nx 

=^ r,=sO, F, = 0, F,=0. 

S3. filÉBt doaaés wm éqnaUaa lUflSnatMll» oidîuîn du pranlar 
«ira 

•n tdl que rëUminatiov de y* «ibre eriU dqMttea tt la nbUea 

«Dadait i aae équation 
7 R («,») = «, 

qui f ep rf a ente» et< général, na lieo de poiata de nbiooMemeat pour 
ka cooftee inlùyralM (<). M. Dtribouz a démontré an ChAtrima hiat 
à fiût analogue pour les Aqualione aux dérivéei portielles du prenuer 
ordre. Si R (a:, y, t) = Mt h réwuUal «fe Félimination dêptt ( 
fMln U» (roi* éjfUaliena 

F=:0, P;=0, QssO, 

la mÊffaet R (x, y, x) = e>(, d ofcitiui., b lîeH <lea jwJnli de 



i7 = o 



n cet évident^ d'abord, qu4 cette sarfacot <tattt le lieu dea tommela 
dae tAnes (N) qui ont une droite double, ait indApesdanle da duix 
daa axée. Cela poe4f preaone pour origiat va point dt b eurfaœ et 
ponr axa dae « la droite double eorrc^endaala. Oa dena «voir 
feaOponr 

«Aysissf ssfBO; 

)«t jMtw», jaa>«ti *> f iifiiiw ■mibMiiiw tt KNoMtiii» nr,i'»iM»»Hfc 



UO uçom SDH ut ««VATtoin un aCiintei MKnnut. 
F Mt doDc de k fuma 

f (m;, y, t, p, t) M eoatenant qM des Untm <*u da|f< m naiM 
<!gt) M Mcond. ¥ ne roDtleat ptc <U lenuM im fnmJtr Attii «i 
pet f, puM]M P «t Q doivMt «oMi l'unulvr p(Mrxsy = z = ]i 
= 4 = 0. Oo I alon 

P = «'« -f- *V 4. «Tt -«^ Ay 4- Bf -«- ^* 

X = « -f «> -I- «'f •»- ^t 
Y^ft+è-p + t^f + Jl. 

Lm 4iiatdiiMU diaerentitllu dn emcUfbliqvet «lat doM 
27=3«'x-|- li'y •*•«'< + Aji-t- Bf •!- -^-i» 
^ =«•* + l'y + e-s + Bp + Cî + ?î. 
~ saf im's + t'y + e*«) + î («'* + fc'y + e**) + AV + SBpf 

-^ = « + «> + «'f+p(« + «'P+e'«) + Ji+Pjî» 

£tudîoat b cafwtéiûtM|iie qui eomspond aux valeun inilialet 
x=Eysc=p^9 = 0et lappotoiu, ee qui «•! pennis, que la 
«leur initial* da ( nit ( s 0. Le» quanUUa X + pZ, Y + f Z ae 



8M ' 

léJa l wal mf di iwpani à « tt b ponr rongia». Noiu nipponriMW 
Hm k Mcaik i rwifiiM t k mr&oa R(s, y, 1)20 n'wt jm 
Van dn «, ee fui eat bi«a k eu pukqae, pur h y polhiw, Mtta 



fnwHWi • «t > Mn dURnato deidro. Snt* pftrcxtHfk, a^O; 
If àmx itniHim éftkot JM w lhlIw Jw wri, — i l ip ia l , 

j> = — «l •!-..., fa— fc(4-..., 

■wnl II fM ~T3 * j3f M ndskMt n^MOTOTmrt à 



-(A« + BkX -(B«^-C»). 



Lm i t tilipp—M k ik «, y, < ninat kt p^M 
«MWMMMt Amo d* k kpoB Mituto : 



mtnmmÊlmimt 



Oa «I eoadat que, d on preod » toiam» nrkbk iadéptadaak, kt 
Uvéaf g Êmt ata de y «t s nônat kt jaiiaaM fwk— Iw 4» m 
«HMMMMvat da k fivM> *>i**ok : 






Ct qai BODtn Um foa k cmeUfkliqBa qui art ta^Mto à l*«ripa« 
M pka te sy a, M M peiat» aa point de nliraiiMwaial, Var 
chifae polat de k aarfue R («, y, s) = il piaee doMaMCMioM» 



' 913 ucom SUE ta Cquatmhh aux nteivtn MsnRLua. 

84. Le* pnpriMi di riaUgrik •b^ulièn <t Li«nnf» mi M 
4tibliM a 79) M adiMUiiit I*mm1«bm d*aiit nW*|^ pMir las 
iiiUttfalei eunpièlw. Nom alIoM mutts aiuBteaaat um m ilboâ B 
plus rigiotireiue en nom umat uniquement dt l'4i|UKtian an 
<Urivéta [wriiellei elle-BiinM. SoppotoBB que let trab Aqualim* 

F = 0, P = 0, QkO 

idnMlteiit une inUgnle oommun*. Ptumhu pour ori(in« an poU de 
l'inUgTtle ainguliftn»* pour ue des s la normale «■ ea point «t aoil 

» = f l*. »> 
. rAioBlloa de la surfine. Si on poM 

e=:f(x,v)+ •', 

celte tnnafonnalioa n'altéra paa lea relatiou de eealad et «He 
change une iBiégraie aingulière en une ial^ffralc iingnKfen de h 
nouvelle équation. On peut donc nppoaer quft la aoIntïMi aingwlilra 
est le plan dei «y. Noua admettiona en oulre que eette aolulion ne 
■atisrait paa à la relation Z =r 0, de aorle qu'en puiaae mettra 
l'équation proposâe loas la forme 

(30) F = = -o(.T,y,,,,) = 0, 

o ('t Vi J>i 4) étant une fonction boliKnorpbe daita le niiinai* dea 
valviira 

« = V=J» = î=0- 
IVailleurB, lea équationa 

P = 0. P = 0, Q3:0 

datant tire aatiafoilea par lea valeun s s:0,p =0, f ssO, l'équaHoa 
propoiée aéra de la forma 

où toua lea tennea de f aont, au moina, du aeeond dcfré as ji et f . 
Stodiona lea courbée caractériatiquea tangenlea i l'élément 



L« 4fWllMW diiïnatWlM dM ouMUrittiqMi nat id 
i» rfy dw — dp — J^ 



P = '5. Q ^ ^* X = — . Y = — • 

ip àq ' à* éy 

I^or rélëoNBt iaitkl, tons l« déoomintem nnt nab «I, pir 
■^ ^-H« 



wiihM. Pmt larcr cette iBdtfIcnniMitim, inlndBilDM mm miaUe 
MxffiMM ti M NMéMalaal 11 v 



» = /«. « = «■•• 
Ea II ■ w r H i w I fln«*Hn en fiMlenriilBe 9{*,$,Pt4),tm fmlt 
peev 

" (». »( ft «) = «'"'(«.».»'. «'). 

*» • <» ' î? ' èf " 

Osana 

X =1 <>*x', T = •■r, 

P = «'I' ^' = al», Q = «Q'. 
Ue 4qHliMe «CkeMMIee dee caïadMMifHe leileaiart akn 

4%, ' du ' •' 

«I, poor l'déflMDt bîtU, Im Moradi a u mA tr m m «mt pat lom 
■ab. Ko« pMmu dioitir orMfnrfrmmC )n ralean inUialfli d* 
y ■tf',av,^MUMftHMneatcatnIsnn,iioftiiraloivo«nf sO, 
. f BOfsw«sOL8flMot««t9aeiial0iiniBHMM;MA 

«I, pw frite, Im idMM fa U hlM dtP'«Q'mti«4-B9«l 



»4 

Bft -f Cf. O» M coMhrt qM Im 4*Klsfp«Mal« 4b « «1 f «4Miéi 
HivanI IH pw MiBC M emÎMiBlM (U « aoB uM ae ta l 4t la fagoa 
wivanta : 

1ji=:<AsH-Bm«-t...^ 
y = (B« +Cp)»i + .^ 
s ss *«■ -1- .... 

Cod Mua BMBtn ^'3 «ûntë mb aeuT a— t «M ca wwKriiUfM 
bncenU M cIiafM point à la aolnUoa alaKiilMrc, mum Uaa nw 
•N/ifiiU. TaHlaa «ea eanetérùtiqMa faraiaaewl défandi» 4s 4eiu 
paramèlna ariritraina, mata en rôalîté dix m dép endent ^aa 4> 

ntppwt ■:> ar ]et équationa différentiellaa na dianccnt paa ri an 

P ■ 

raoïplaee u par A«, h Maat une constant» quelconqœ. La aoaWdaat 

angulaire de la Unfente à la cu«ctéristH|«e à l'orifîoe dana la plan' 
deaaey e«l 

Bai + C^ 
Aei + B|l' 
8i donc B* — AC nW paa nul, cette tangenta pant prendra tonlea 
lea poiîtîent poaaiUes dana la plan dca zy auteur da roriline et il 
etifte une caraeUrùtique tancmie é toute droite paaaant par Tori- 
gina dana le plan im xy. 
Soient 

*. = f<»). »• = «(»>» «. = 
lea équations d'une OMirbe queleonque située aur la aurbce «ngvlièn 
E =: 0. Par tout point de celte conrlie paaaant une inOnitA 4e eand4> 
rislM|ue» lanfeotes au plan des xy. Comment but-U sssfirinr ces 
caractéristiqtm pour qu'elles Torment une sur&ee inUgnle? Soîl 

!*-/■.(«.. y.. J'«j' 

..=/.(.....)• 
\ ,=f.(' ). 



our. 1». — *«»T»»i » wo» ' 
naUgnU iMnb d« éqiialioat diMmlMli 
Ita» ■>■« fM M taeiiou iMIaiil r«iu>l 

■ (».».».«)->=" 
*» '» j. . *' 

Raaqlww 4na e«e iifiminn jj> j 
-(X-A-O'-ï)*"'^' 

1 j.iiinnin«r '-*--'-" — '* * 



C") 



«-lu 



U»O.J'^. 



tW UQOM «m ut tvaxnoM jun Bteivta pabtklui. 
ConiBM L'. Mt iMQom* aal pow Im nlnn futUw t* sO, |^ s=0, 
f* .-= 0, il Mmbicnit d'aprta «ris ^'en aatoeûnt 1m emeUnattfaM 
tan|[MUM au pUn dei xjr «unant naa loi ■rbitrair», •■ ■hliaa t 
loMJoun UB0 iat^nJe. Mais mx» MmiiM» îd dans «a cas oA r«l^i«e- 



i'v . 

ir «''* «t 11 



tion Je M. Bertrand a'af^iqve, car )• beteur «''* «t inflDi. Dom 
pour que U aoit nul, il ne Mflit pas que U« le aoit. En ioUffmat 
l'équation (SI), il vient 

pMir que U eoit nul. il but donc avoir C = Q. Or, 

•ueaoore 

\iv/^à* \4v},dv 

Ijti déwloppemcnlB de p et de f oommeocent par dm Unace 4» la 
forme 

jt = ati -4- ..., 9 =s 9« -»• .... 

La eendilion C ^ prend donc la forme 

« -pî + ^ -JL» _ 0. 
dv do 

Cetle amdilion détermine h valeur du rapport l lool la lonf 4e h 

courba dona^. Il esisie Honn une intégrale difTéraite île c s et 
langeiile A l'intëfnle ïinguUère le long d'une courba qarirenqnc 
tracée »ur celle turfwe. 

- 1^ onndilion prtoSicnte al M^rifiûe, en particulier, ai on prend 
«« ^ C**, y, =s C**. On en oonclul que toulee lea caradénatiqnoa 
qui passent par un point de la vurfaee aingulière ei^endicnt une 
■urfan intente, tangente en re point i la r-urface wu(pilidn>. Celte 
intûenle jouo le même vUe que l'inUiyrale complète dans la tbâorie 
de Lagrauf^. Nous retrouvons ain*i, par une voie pliu ri|tonreuK, 
le« propriMAa fondameulaleti quo nouy avioi» re<»nnue« plui haut à 
l'intéKrale ungutière. 



au*, n. — tgoA-no» i laoa tuumxs. S17 

Rbumhib. — & étm r^qnatÏM 

S3sa(x,]r.r.«> 

M bit k aaWtntttiM 

! = «•■, 

c" M met «a betevr «t la nMnlIe équation a'adnwt pha k aolatio« 
c* ^ 0, qui aa trouva aîad élii&iaéo de TéquatioB. 

Neua a'aioiM «xaminé, dam oa qui préeèda, que )•■ h y pe t b>aBa lei 
fhn géoérala oà Z et B*— AC ne amt pu nula. Pow ua Mada 
plu flaapMet aoua reuvemma au Mémoira de H. Daiteox. 

85. Noua lenninerona œa eonaidéntioiia ww la iaUfnlea aûf»- 
lièreacB lea appliguanl auK fqualîoa» qui aa déœaapaaartai phriail 
éqnatioiM tinéairea. Soit 

(H) F<»,|r,»,i»,f) = 

nna éqoaUoa du premier onlra où F déaifne une fa p el iBa déeampa 
aabla ea n beteara lioMrea en p, 9 

' = KP + ».« — W|) («i? + ».« — »^) - Kp + •-? — "J* 
LecADe(T)ralattrà nu point queloonqne H de l'eapaee aa eoMpoaa 
dea n droilea 0,, D„ ..., D, qui paaaenl en ee peint «t ont ponr 
panuDètraa dincleurt u,» «„ te,; «,, v„ to,; ...; «., v^ w,. Car 
I équatitta (33) exprime que le pbn langeât à une anrfaee intégnk 
qui paaaa en H contient une de cea » dmtea. Lea moriiea canwté' 
riitiqaei lonaent, dana œ cas, non plu un complexe, maia aenle- 
menl une emtgmtnet, car par toot point de Teapnoe il en paaaa n 
aeulament. Ceci semble en contradiction arec lea récnltata gteérani 
qna aona avona trooréa plue haut. Maia il eat'aiaé de ae rendre 
coinpia qna ai, an lien de eonaîd£rer ka eouriMe cameMriitîqnaa 
aauloe, on eoandère l'enaembk lonnd par une eaoïiM et nae dé*»* 
kppabk caïadériatiqiM, «t ensemble dépend de Itmi paraaaétna 
aiMlrûrea. En dEet, amant 

f(«>>.«> = «. f(«.y»a)=» 

ka dqnalioaa dn k eong nwnca tonnée par lea eearbes caneUfk> 
t i q na a . Panr avoir «ae aaibea inUgrala, on établit entra ka dans 



«i 

|UMMn« u« ntatiia • a D (») at nfaliw 

iMM na aubet bU|nh. L'équOea da plaa laiiaM i aaOa - 
aorfiwaM fainl «, y, i aat 

= ,[(X-.)Jl*0f_,)5j*(X_,)*l}. 

f jniaal 

én 

GMlB équatlM pMtt t'ierin 

(X-.) gH.cr-,)*r^.g- .)tf 

(83) jS — — ai «. 

(x_,)g + (ï-y)55 + (z— )îf 

Ob voit qne k plu tufiat as d^tné tp» dn fwwMw «. Li 
fenne Béma d« l'èquitioB (33) wnn mmït* qv* ■ M eomâtkn n 
point M fuM CMirt» cuaetériitîqiK C, par bquetl* paMMl qoitr* 
■urfiieM inUgnlM S„ !^, S„ S„ le rapport anhannoBkittedM qgatn 
plaH tiBcmita à c«f quatre atirtàcM au point H eat égal a« rapport 
aRbariBooique doa quatre valeun eorr«(pondaalea da e. Tout It loof 
d'une couilw earactérUliquo c garilant la inênw valeur, on an coadnt 
qna le rapport anbariuopiqur des quatre plani langenla oal indépan* 
dant de la poiîlion du point M aur la oouriie C. Si doue «a aa doana 
trois anrftoea iotéyrales S„ S,, S., pasunl psr la caraeldrirtiqua C al 
la plan taognt an un point da C à la quatriènia aurftee S^ la plan 
lanfcent i S^ en tous les autrea points da C lan détennîn4. Dene à 
ebaqua valeur de e correspucd une développabia caractéristïqua pat- 
•ant par la rourbe C. A toute caractéristique on peut associer niM 
inHoité de développables caractèriatiques dépendant d'un pramAtre e. 
Cherchons lea aolutions singulières de l'équation (23). Le eOna des 
normales se oompoHe dans ce cas du svstêina den plana P„ P„ ..., P. 
perpenriîculairca auK droituD,,!) .D.. Si les droites D,, D,, ....D. 



aur. n. ■» CwATto» * twni 
aoat rfMJnefM, Im mpIm dnilM donMM dn 
Iwiotenadiou det pbu P., P„ ...,P„pifa ( 
înUgnle nit nngnliAre, il £iiit qi» le plan i 
■oK perpendicokira i rnoo de en dnitea i 
eoatitnnt Jeux des droilM D„ D„ •••! !>■- i 
•mnpla !• pha MDjI\: il mm doue put 
fénénl, fl b'j «un pM d'iiiUgnl« riofaÛn 
flnw HD,]}, MMrt pubitamcnt détanataè 
'poi«tlC»ttiln'f aura pat «■ géoéral, eMU 



dant; usa Mie inUfiale nslre f dOanfi di 
elle e'ea dUinfoe nuleMMot an aa qa'aDa 
de géné ra llea par lea coarbai da la eoa g nMn 
Si daax daa draèlea D,. D^, ..^ Ol aest e 
Oi at D^ Imtia droite eiluée dtM le pha 
' dôibla du ctae de» nbnnalea. Oa cl ieidiMa 
de reapaoa pour leaq uela deai dea droîlaa D, 
duea ait ai ca liaa aat tel qv'M dMqu pef al 
peadaala aoit litaéa d>M la plan taacnt, 0* 
■agnlièn. 

Il art aiaé de v^que* ai la coagraenea dee 
admet aaa aarfiM» focale, eetla iiirboe toi 
aiafalièn da la aacoada cal^oria. Sakat, aa 

lea dqaatieal da la ùagmeace. Oa gMin 
amaigaaai * eill»d rëqaatioa 

Sait alon «, y, a «a polat da eaMe aartea. 






«a, M diniaut dm, dh «atra «m 4mu éqiMttioM> ob ^ Mt p ii tB ih 



eat 

db(àa 4^ ' 4t ) àbià» ày ' 4* S 

Cetta idirtioa est iMflte, m particulier» pow loat déplewwrt ear 
h courba àt b' eongrueDce qui pMae •■ ce poiat, car pour oiUa 
courba ona 

Lo plan taogant à la nirikoa fbcale eontiaot donc la tangaala à la 
euacUriitique: Cetta aar&oa r«aUe est do«e naa iiiléynk da 
l'équtioB linéaire. D'ailleurs, c'est «ae ioUcrala siaguliAra» car, 
pour tout point de eetle eurfMs, d«ux de* courbei da b eongnieaee 
•ont venuee a* eonlondra et, par eonaèquent, las m droites D na . 



I' 



EuHHJt I. — CoiuidàDBs r^quatiou 

qui peut a'éeriie 

jit — c= ±flK*'+ t*—\. 
Les caraetériatiqnet satisAmt au sjstime d*èquitiaas diitknliellee 

dx_4t rfy 



jj z ± |/a^ 4. jt _ 1 
dont M t imaédiatement ooo intégrale première 



Lm earaelérietiquee sont dcMie des courbes ^nes dont le plaa paaea 
par Oy. Par hml point de l'espace, il passe deux earad^rtstiqnss 



alP. n. — tODAtlOMi A IMHS 

étmim 4aM b pba M lt t nùaà ptr M poi 
|dm pMMat pir Oy wat dooe in inlé| 
fiMÙèra caUgwM. Poor rtov Im inUfrala 
dianboiu la Han iIm poinli poor iMqoal 
etatoduat. Ci Ua> ail ht cj^indn 

détnapraeUaApulMM, aa mSÊhk pas à 
dose |aa <KnUgnle riapdièm da li aBBiadi 

aleae 



[y»K«*-l-s* — i — mlfl^ 



ait b Um dn piiata da lebraotataMBl da «I 
Exnui* n. — Soit l'^quatioa 

GUIa dquUoa aiprima que, ai on coupa la 
(*, y, t) par le plan Z ^ s, la droile d'intan 
nbère 

«• + y» + »■ — 1 a» 

Les auMUrialiiaea aoat donc dw drailee par 
lai^tentei à la apUre. Tout plan s =: Jk art < 
de h preaièn cal^oria et la ■pbèM dUa-i 
ûatalân da la aaeoada caUgaria (i 18). 

Rbubqoc — Étant dninde vne eonfmaa 

r(*. V. «.«»>) — 0, f<js,y,i 

la auitea aManoa aa j^fnant A eca 4fMlioH 



Sn LBÇOM HM LB CftOATIOM AOI BÉKirta PAMKLLIB. 
Ml Mfftoi fce«l« dt U esnfTMMt* Mt lifynl», OBam» «■ nM, è 
chawiM dn CMiriiM d* «ttc w g n wet. II MMUeniti d'apcèi «h, 
qw loal* 4q|aatùMi an dériréM pwtitUM dn pi«Mier Mdrt fii at 
déeoMpMi M plwiaan *q wtîom tiateirti doit admtttn ane iaUfimlt 
ainintièn, U «iriaM foc»!* de b eoognMMs bnnéa p«r Im omAm 
cancUristtqaM. Mais r«ùteaM d« cette tarfaoe Ibealt «t éndemiiwBt 
•ubordooiiAe 1 oeriainM coodHioM da aootinuité pour le» tunetioM f 
tk f, conditiofl* qui m tramant na^îca dana la tbéoria «vdîaairt 
daa coagnMOCM, où l'on wppoao, aa féBéra], cea fimetiosa alf*> 
briquea. Mai* ai eea conrbea aoni défiaÎM par lanra éqmUoM 
diOttnaliriles 

*■ <«. ». ï. »'» «') = 0. ♦ (*. y. «» jr'. s') = 0, 
•A 

lea fiiDelioM F «t ^ étant qudcoaquei, laa eoarbaa iat^ralaa a'ad< 
matlaat plin d'yat façoa normale de aurlaoe focale «t la auiboa 
i^taaua ea élimiiuiit *f' et z' entra lea troia éqaatiou 

cat, 0H çénérmt, le lieu daa poials de 
imépalaaO). 



i, Trauttr lea anbeaa doat W plan (angent m «haqM pehl M 
hit «n aBfle constant ane la droite qui Joint le point M i an peint 
fiie 0. 

S. Traurer les surftca dont les nonn^et sont tançantes i ww 
tpUra. 

(Hoaot.) 

3. Trouter les aarheas dont lea Bonmalco sont Ungentca à nn 
cditc de rtiolulion. 

(lloxnE.) 

•l Ttir. tMtUétmm^ tn Um.àmtrtMmiP^mlfMalim m m , nL II, ^Mt 



cup. B. — AwMioiit 4 nwtt waaiMMB. 

4. Si 1m CM»d<rirtiqnw ^mt» éqoatioD bm liaéain mmI 
UCBM drailat, cw dnita Mntt Iw Unccata d^ws ■oriHa 
MwlopptbU it réqmUion a>t de la fenM P (p, f , s — p* — 9V) s 

5. Tmaw toaUa let AqaalioM 4Mt Im auMUrùtfapM : 



6. TmiMT bmlM le* équliom pour iNqneUc* Im Unloppt 
MncUrittiqMi nnt te qtindm ayiat toin géotadrieH fmll 
à u ptaa lu. Ea déduira iM 4qHtlaa4 poor iMfMllM In dAvi 



Mtoliu. 

7.LM 
/4H . âB 



•t Hatua tadta 4i a, y, I, int <« lif» iMMlHi 



• la.) 

L Oa •ndi eaaphu UbiUid tal ooBpbu imé <t <n 
f«i coupai Iw fuln ftoM d^ln UtnèdM «i qarin fcjuto 4h 
rapport onhwmwiiqw ook eoaitiBL TVoanr !« iivftan tiofoi 
oa chacun de Ican poiafi aa cdaa da complaia tilnédfal fd a 
Mounct aa ca POOL 



alal, loa «faatkaa aal McMoa paiMIoa anapiala 
■( ua iiiaia ftaMpaha coMNHi. 

otn.) 



SM ut^mm Mm-ui tookitom aux vAiiitCcs i 

CHAPITRE X 
TbAoria sénérale d« îà». 



M, DuM WM séria de Méaioirat publiéi daaa te wairfli i» 
rAcadénie 4e ChmIianU et lUni lei JfolAraMtteHto AmmmUm, 
M. Sopfaiu Ue • rapris U tbterie dei équalioDt aux dërivéei partMte 
do pranicr ordre k un iMHivwn point de nie Irèe géoénl (*). Cm 
nàMuàte» tout beiéet but une définition Botivdle do riatignio, 
dont «I e d^i dit quelque* mots (S SO), mua qn! mérite d'éti* 
étudiée M déUil. 

Cimsidtron* d'abofd une équiUon dlfiSrentiHIe du premier eidrt 

» A».v.p)=o> ~ T = p^- 

Nous «ppellaroDt étément {x, y, p) l'enaeoible d'un point x, y et 
d'une droite de coelUeient anfnUira j» pesaant par œ point, et 
intégrale (*) de l'équation (1) (ont sftléme aimplttmtnt jh/Inj 
d'élémenta, c'eal-i-dïTe dépendant d'un seul paramètre nriable, 
vériOant l'éqnation (1) et ta relation 

(S) dy = pd». 

Soit 

une telle intégrale ; si f, et f, ne sont pas des constantes, la rdalion (9) 

•■iTtlrMVWtinilMrlnlIJMlrwMtTMli;!» nnrUttr ftnkUtr BlftittUil**- 
«t**tn, taMm t ttn Ifcr ftar Clêuifciitm imtUt» {St<kHrktn it twUif*. HW. 
— Àlltmtiué TUmt étr ptriHIr» HfnnliêlêlritàMtni tntrr OHntt iM0kmtlitrU 

At—m. \.n.f. us-BOt »tt.. I. XI. y ut-sn). 
\*. Cl«b«k. LnM( ut h fUmtitu, (ndirtiM BtMirf. •■ in. r- lU. 



-H 



«tpriiM qiM /• eit U tioefDewnt an^Wn de U teBgmto à la eturto C, 
Uea dn point x, y, «lonl m obtimt l'rfqiulieD M 4liniiiiaal « «nli» 
Im dma éiiaitiMU 

«=»fi(»)» ¥ = »■(«>• 
Soit P (x, y) = réi|utioii de Mlle vomb». La feoetioa y da » 
ddOaie par ecUa équiUan an* vna iaUgnia aa tna ordinaire da 
■aL Un tiéBNnt da llat^Ktab ad bnad par oa paiat de b courba G 
~ et la taafHila ea ea point, et riBtdfnfllaaaaoafoaadeUegariwCat 
da ranaeiable do aaa Jangaalai. 

Hua OB aatisUt aasri à l'éqaatkn 00 aapnmatcxsx,. ysy^ 
a^ y^ «aat aaoaUala, |i = «. Si daae l'éqiâlioa (l)aot «triOia paar 
• ss 1^ y ae y„ fMfl fM» aatt f, loa ftnMiai 

« = •» |f = irw * = « 

repr tf oeateniat encorr uae inUgrale, rf'aptte la aoavrilc déAattiea* 
Cella JaUyrale ee eompooe, cemiaa ea la voit, dn point U de eoiHv 
doanéao x^ y„ et do loulea leo drotleo qui paowot |ter oe point. 

Cette exlansioa de It déflnilioa da l'inléKrale permet d'expliquer 
eurtaineo «FtA^i^'W qni oe prtwntent dans la Ibéorie daa dqaalioD» 
dilBnaliellea. bt^poeona, par axeiaple, qu'vne ^qaalion diBèrentielia 
admatle pour iat^grale ane droite A, et tfanaTomoM cette équation 
par polairea rdeipnquet. A toale întJgrala de rjqiiatîon propoiéa 
camqKiadn une inl^giale de Téqualioa traadtanDëe : à la dnfta A 
«orraapoadra aa point II aoaibla doaCf aa piaBiiir abord, que 
riaUp«b oarraopôadaat à A diapaïaU. Afve la dMattfea aoBfdIe, 
eari a'ei^iqae : i la draite A aor-àqpond aa pdet P; i toat poist 11 
rita* aar A carre^oad aaa dfioito D paiHMt par P. Qaud H décrit 
h draila A, h dnjla D toama antoor da polat P : aa vott daae qa'à 
Fiatdgrala A eomepond une iaUgrale w p oaéo da poial P at da 
toaiflo lea diailea qui f paaneat. 

Aiaai, eowidfcaao l'éqaalioa de OairaaU 

s ea fint b Ifaaabmolioa da Legondre 

,, = X, y-j»««T. 
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(B) Y»r(X). 

équatiM ^I M conUMt plut d* ilérir4» «t ^» par cÊ maé^/ Êm 
n'idoMt qu'uM tolvlkm, (andit ^im P^intioB (A) ta Wnet m 
îuHniU. Ce pandose t'eiplique m mnKrqnaut ^m l'inUfral* fée 
nie dfl l'équntioii (A) w cumpoM da to«l«s In tameale* à « 
certaine coorbe C qui eat elle-mènw une intfyrale tinfvlwni. A 
courbe C eorrMpoad, par la traMTonuation par poblrea réeipraqw 
une oourhr C repréMnMe par r^iuation (R) elle-fuAine, et rink^n 
ip*n£i9le d« celte équation w eoiii|ins(-ni d'un point quelconque de 
courbe (? et de tonte* les droUa qui j paMeot. I^ courite 0* * 
d'uillour», un* iot<!vrale aingulii;». 

87. Soit Riaintentat 

(3) F(jc,v,r,p,fl) = 

un* Oquatîon aux dérivée» parliulle» du pmnîor ordre. Kou» app 
leraoM intéynle tout ayBlèmf dotiblttnent iiifiiii d'élvmeoti vàrilii 
la reUlion (3) et la relation 

un *léin«nt lilant loi^our» repréwnltf yéontélriquemenl par rt^nteml 
d'un point (x, y, t) et d'un plan de coelUeienta angulaire» f, 
paosant par ce point Soit 

X = /, {u, V), *j—f, («. *), *«/;(«, •), 
P = ♦. (•». »■). « = f. (". r) 
un tel ajalime. Suppomn» d'^tiord que le» trois dominant* 

»v,.A> D(/;._r.) DV^O 

i>(.r, t.) U(M, r) »(«, 1-) 

ne «uit'iil p>« nuls k la foie. Alor», l'élimination de « et v «ntr* 
Inûft équitious 

w '=r,. » = /,. «=A 

s = 4 (X, v\ 



1BIP.X. — tcAmib etntuuE db ue. 
(4) fnmra qiw Tca «in 



^ = 









On InMu* bien, liuveaeu, Bneialégralsan • 

Ub éléB>wt qneloonqua de rîuUfcrale m conpoM d'un poiot <le la 

•oifiMa * ^ ^ et du pUa tasgent ea et poiaL 

Si les tfM détermiaanta pfAcédcnU sont nuls A U lois, rOinÛHtiiNi 
de » et « entre les boie éqiuUwos Çj) cosdium on «Mnu à dem» 
lehtwiM distinclei ealre x, z, y. Su^imoim d'abocd qa'die emdiiie» 
à dent ichlioBt nMlemiBl . On poam elois chotrir lea panniétni 
« et « de fii^M que x, jf, t ne dépendent que d'en muI panaétre 

«(ltieWiaa(^devieot 

Lee eoonkanéea da poinl (x, y, x) ne dépendent qne d'une senle 
nrieble iodépendanle u, ee poîal dtaït une «ouite C et ta relation 
préoédenle ntonlre que le plan de eocfBcienta' eogulaîrae p, q doit 
contenir la tangente i eette coorbe. Un Mnwnt de rinlë(rala ae 
compoae d'un point de la couriw C et d'un plan peeaant par la 
tangente en ce point. Un panîl sjstèuM d'élément* ett bien double* 
aaent infini, naîa il ne eonduil pl«e à une inUgnk pr^^uient dite. 
Enfin, ai lea éqnalîons (!Q eenduiaent i troia relalions diatinetee 
entre *, y, c, on en déduit poureei variablea da* valeon déterminëa* 

«=«t» »=rw •=*» 

et ta nlition (i) eet identiquement «ériRée. Un élémait de riniéfrale 
■t eempoao du point U (x,, y„ s,) et f on plan qnekonqne pnaanit 



Canamwaa, par leipK réqnatien de Oainnlt génénJiaje 
ssys•l-4y•^r(p.f)• 
I* tmnrfimialian de Lniilrt 



SSB uBçaM ifini un Akuthmib &n utmntn hmikuxi. 
ooadaîl 1 l'éqintiM 

^ M omlÎMl pittf il* (Mri«4n. L'éqniliao 4e daimiU adoMt 
eomni* ioUfTiila fiompléto rnwnnLU im plam tiDgeiib à uw* 
certaine sarfîwe noo dèfeloppabte Z. A cette aurbee £ h (raïubr- 
natioa par polaires rédproquea Ciit corretipoadra use notn-ellc 
Burbee ^'. A l'iiilé^nle complète prte^eale eonespood une Mé' 
gnXt (brute d'iu poÎBl (joelcuiiqne de I' et de lova t«a plana qui y 
panent. L'inU^tralv gi'nérale m compoaen d'une cooriw arUtraire 
aitu(<e ïïw Z' «t de l'cnaeiuble des plana lanfentfl à œtle courbe, nie 
oitrreapoDd i une dAfcloppable ciroonacril^ i Z. Enfin, la auriace S* 
elle-même. <|ui cit la aeute inl^trale pnyremeut dîle, est une 
intétTr^le «in salière. 

83. La déOnilion de Lie m donc l'avanUge de donner plus de 
y^tiêraliié à la Ihtorie. Ces! ausAÏ ^x qu'on reconnaît en rcpneaanl la 
in^iUod^ de la rarialion dea eonalanles. Soil 

une iaMvnle complète de l'^ualion C-I)>q>>i aéra obtenue en Alimlnint 
n et k entre le* relaliona 

(6) ï=0. fi-^r,,. 

On reconnut eoinme plus haut (| 39) qne le «;alème de* éqnationa (3) 
d (4) peut Un rcmplacA par le »jstèma dea ëqualiona (A) et (fi), où 
•n rtcar«te z, *, y, p, y, m, b eotnme d«i fooctioBa à détenniner de 
d««u variablea imlépendantea. Da ajatème (6) on dédiai ei 

4»V. rfV. 

àm àb 

el en obtient la eolulion générale de cette équation en pl ian t 

, ^ dV dV ,, , „ 
fr==ç(«). ^+^^,'(»)=0. 

f (•) déaignanl nne twielion ariHtrùra do «. L«a troia ^uatiou 

c!) v=<., ^^+^);,'w=o, »=f(.) 



L 



cuAP. X, — ntoRic eËcfnALC ne uat. ns 

permoUroot d'exprimer x, y, r, «, k en foodion d* devx panmètm 
tfiiitnirea et tei deraière» cqvatmn (0) donncnmt «ntiiite j> «t f . 
Nous avMw supposé, liaB* la théorie sénénle, qae l'éfimiaelioa de 
• et k entre la trois étfmlioiw (7) «ulBinil * WM aa«le rdatioB 
tain X, y, t ; eHl en ert ûasî, eette rrialioa éo«»eim «ae iaUpnk 
pnpreaunt dit& Ueia il peut ee fili» qae, poar flii" lonNe 
pertieuUèrei de h findiea f, rainineika de • el k endeiee i 
pleneun rdelieae ealre x, y» s. Lee reieoBaeacati fw Tes lieM 
de bin pre o fent qae Tea o Wea d r i famiewieCX ewf !■» «m d1— ■i»' 
patibiliU, me ÎBt^cnle es eew de Lie. 



«— y« — «r=<K 



ea MM natiinle iMnle « l«l e4iei(Mil lee dew dfaelieM 

» = r(«). « + yt'{«) = a. 
*Siaapeie 

»(«) = ■••, 
«B ait ooaduit eux tn^ éqoetioae 

! = «(»•*- my), k = ma, » -l- «y = 0. 
L'âUnlnetioB de s et de » doue de« lee deux nietiow 
1 = 0^ « + My s= 0; 

aa eblieBt aae inUgnla qnî m een^oee de reaeimbU d*»e droite 
erlee flone qai le eoalieuanl. 

RnUBOQS. — Dus k ese dee équtiaae lindeiree U y a toqjean 
■M ialbiU d'iatégnles de U eeoonde caMgorie. SoO, ea «OU, 



330 i.R(oN« SUR m CQOATwm Aoi Mbuvtas »AI 
HM «iiailMw liseur» «t C «M norbt «aii eU rfatffi 

aifltèmed'éqwlKH» difftawlieHn 

Snirat JE,' y, x «d point i» k eombe G d js f 
angubim iI'ub plu punnt pv k tangent* «a M poi 

4t=pdx-*-fdiff 
et, pu* «àite, 

n = ^P + fQ. 

Doue, l'ensfinfale lormi par une oiwAe «nracUcWif 
qni putaenl p«r wt laogenlei eit ana ioUgnU 
caU>:{orie. La «Hirbes cand^riAliquea dépemlml d« d 
' arliilratres, on mit que loulv «quatiua linéaire adinV 
comptile lie eetle eat^forie. 

89. L'exlenaian Ac la «ïéDnitiun préoédenla an eu 
MNiHitit 1 Irailer d'ittwnl If pruhlima prélininaire tuii 

Béioudrt de la fafui tit |*iNi générati Vét/vatian 
tieUet Mata 

(8) dt — 1>, rfx, — ... — I», dx, = 0, 

e'ett-4-dira trouver tous les syaUmca de nHatîoas enl 
:, «I, pt, i|iii entraînent entre Ira différentiellet tnUlei 
Cette ^alilti exi^ qu'il esiate nu m&ina une rel 
variables :, x^, j-„ ..., x,. Suppmoos, d'une manitee 
y ait k relaliona dirfîncles entre z, x„ x„ .,., x., don 
eonti*^n<Ira x, et K-«>lvon»-les par rapport A s, «,, x„ . 



(0) 






= 4*-|(Tt,«t4.|, ...,S^ 



PotIom le« «aletire de ds, dx„ ..., dxt-i dans \*i 
écrit ona que les ooefficienta dea dilHrentiellM d^, a 



m 



OUF. 1. — raCiMUB OtSttXÈtM ■ 



, '*• . 'J!z: 



— -,, — -...- „.,-^ -,.^0. 



fUeiproquensnl, la (n + 1) éqnalioM (Sf) et (10) eatnliMDt la 
rriatios (8). On «t dono eoodait à la cobdiumi snifula : 

Si o» m, mtrt Ut différetdiêBet dM Sn + 1 variàkln *t»nPu 
te r^ation (ff), U erùte «m moine n + i retelfoni dittimeUt mttre 
em «orioUa et, ^it n'en exûté pe» dmvaataçe, U tuffitj peur U» 
«Mtr tù¥tea, de eannmitn ccBm fui «ont indipenimnUt de 

Héngomt, êfaa» nuoiAi* géaéfalei fêr H Inrtt mulliplidU 
winpoaéB dTélteienU ntâfrânil k b ration ^ L'ordra d'w» 
MI* BMltipUetlé OTt an plus ëgalft n, al la mnllipÙdU la plua fhaé- 
nia H, «it w prt wntéa par le* iqoatioiu ^ «l (10), oA Isa foBCtiaM 
t,$„^-i aont artMtraÎRa. Oa olibeiidn «M nahipUetU ll,(ff'<ti) 
ea vio**ii' i*** équatiocu (B) et (10) * — 4 nhUoni qae k oaqaei cl 
n crt dair, iTapii» ee qnJ précide, qu'on «an alaai loutea la multt* 
plidUalIr 

Nom emploieniu «néon, pour abréger, le> Mp ra wl aaa •anantea, 
«m^iintéea à la gtendtria. Cmiidéroiu s, «„ ..., c. eomoM lea 
eoordonnéea d'où pmnt daaa l'eapaea i (n -i- 1) diaMoaioM; naos 
appdlenm mnU^UeUé pmetu^le loot enaenbU d> poùla dont 
lea eoordonnéea lériâent on rnrtaia noinbra de r^tiont. Dne moftl- 
pUdU panetadle, d'ordre r, P, aehi déanio par la + 1 — r ralalioM 

fi(».»i. •-»aOi = 0. -. ti*i-r(«.»it— fO^O- 
Un j>ten aaim oM moHiplioUé pooehiiUo i » dinaaideM rtprdaeBléa 
par nna dqoatlna Ontaira Mie qoe 

''Fit «**« fm w— * *— <wfl Ww «a ■wgw hiiri f la «* plia. Iliw 



;-»v 



àiroo» ^ ee pin Mt tanfMt n poîut (>. «„ ..., »^ i «m natti- 
plicM poBctaetle p«*Mat far m yaiat ri •• a, pour lotit dépIaeMMat 
nir Mtt* malUpUciUt 

dt — ft rf«, — ... — h 4«, = 0. 

Sur QM nuWpKeiU d*onIra r, s, «^ .*., «^ nnt iMdlMS da 

r varùbles iad^peiMluilea et, par nite, le pba tancent an wa poiat 
est n — r feit iwlMenniaé. Cela poa*, lea «qnatiaw (B) iiflaieaaal 
unit eartaine muttipIieitA poncUielle P._t+i et la multiplidU X. 
evnwpocMianle, r<-iH'<'iutiiUe par* )e« ^qiiatioiu (U) vt (10>, w ownpoaa 
<le tvlte mullipliciU poitctiiclle P..t4.i et «le l'enaraïkie de aea plana 
laii|{«nla, cliaque étùment étant formé d'an poinL de P._t4^i auoeié 
a un Aea plaiu tangtinta eii ce point. Toutes let tua que cela «en 
utile, on indititten par an indkM aupérieur roHre de la wull^iciti 
pooctiwlta d*oà une nultipUcité M, al dérivée; it'uoa maniera fAm 
Ri^rale, on rvpréwnteni par Uf uue uultipl^tlé M d'onlra ft 
lorsque l«> Gounlimnéea *, ;C|. .... jp. aeront foDctiona de q' varia- 
lilea indépendanlcs. Avec celle iiotalioo, une ■urfaec et l'enaeinble 
«la ses plan» Uoifents aan repiésenlée par HJ, une courbe et l'en- 
■einble de nai plan* tao^^eoli par Mi, vn point el tons lea plaiia 
q>ii r paaaenl par M*, une courlir et iin «yM|i>nie BiinpIemiOt inflo! 
iIa plan* taniptiilK à crll<> coui-ka par Mj, un |K>iiil et let plana tan- 
ttunla d'uu cOne Ayant ce poiut pour aotuniet pw U*. 

90. GouKidûrona iin ifalènia de f éqnatJoiM aux dôrirées itartîeDea 
du pivBiier ordru 



(t*> 






NmiH ap])i-llen)ni intrgralc de ee «yntéine toute mulUpliaité H, doat 
loi éléments \vrineDt Ici relatiooi (il). Pour qu'une telle iatéifrala 
•oit une intégrale au eena ordinaire du mot, il but qu'elle praviasM 
d'une inulliplicilà puM'uHIe â h dimeuaiuoH, c*eat-4.dire que ee mit 
mon- inulliplicilé M,'. Le pnd)l«nie de l'intégration revient alora 4 
^terminer n + A — q rdationa nouvellea qui, jointe* aux f équa- 
tioM (11), donnenl entra lea difUrenlielle* toUlea la relation (8). 



CBAP. I. — TmUMB* «tuAulX M UE. S39 

Cette dâfinilInB donn» Hmi iiix rcnarqiiM minalM : 
1* Oa peut faM^joms, par an AeagnwMt de variiUee ceonMUa, 

nneaer me inUgnk fiMleonfiM à nw inUgnle p wpwie rt . dite. 

b eAd, cMuUënuu ime iiilé(nle qndcoaqiM défiais par ka rda*. 

UoM(9>el(10).ToiilcelaaTCriablei paamal i^M p r iw r a« nofaa 

dee wriAlaa jt,, p, j»»_i, «^ ..^ »,- Pfmm 

•i =1*1» — . "i-i =pt-t, ^ = Al —t «; = a» 

K = — •(» •••♦ Fi-i = — «»-h j>i*»P»i "■• K"Fi» 

linliUaa(l)dOTlMt- 

rft' =s Pi dm't +...^j^ d^ 
il tMria éqMtfea d« la foraw 

ae cbaag* ea om noufelle Iqnatioii de Biéme (briM 

F,(»'.*;, ....«;, K,...,pO = o. 

ToideiaUgrale de la première 4quatio« F ssOdonaandooe, par la 
tmwfiimatiM précédente, one int^nla de la Meende équalm 
F( s=a En particttlier, ai en appQqoe eetia IranafiMwalioa & rinU- 
fnla npi48Mlée ptr lee ëqnatione (9) cl (M), il ert elair qall y 
■snaaeacnlerriidieaaatng', Xj, ...««1; U tau eO m %' seM dooe 



"^ — -537/ •^•-«■î •..".«.-H 55 ^"^ 

4* Si lea f éi|aaUoiie <1J) ne reoCmnent paa les fariaUe* p„ 
...» p., on obtient imiaddutement toulea lei iatégnlee eommanea. 
n euffit d'iùooler «nx ^iialiona (11) ■ «qnatioae arbîtnirea entre c, 

X, a^(f •i-«£i»4-l)etdepr«idnkMUipliailélI.dédMile 

de la aimiplieitd panetadlr atnal olilenna. 

> On peut tntmr, «mi ûOégrmiim, laataa les nullîpIieiUB X 
dMit ronbe cal bArieur 4 « ■( dont lea il la Mie ^ 



m Liçom sua UM tnaànKm adi Btfnvtn piumnij» 
«qgatioii F s= 0. Eb dfet» pour fboMr «m moHiplieH* M». 
Sut F sO, prcMU «M ■iu)tipliciUfMeIcwiftMM.;ri)Md 
d* H. M vériStat pu F s= 0, aa iôM>t«>t réqoiliaa F = au 
èqnalioiM qui définisMBt H, oa tun un» maltïplieiU Ma-i ; li Imm 
1m «UiMiito do M. vériOent F ss 0, mfBn d'adjoinln mx «fw- 
lion* lie H, niw éfution arintnirt f =: 0. 

Plus cénénteaiait, m i, Mnw intéfration, tMil«i In nall^li- 
ciUff kl d'ordn inrériear ou if[»l kn — q vérifiast le* équations (11). 
PrenoDt, «a eAU, nna mulliplidU quelconque U, «t adjotjtnom-lui 
les équations (11) : cb e^aénif on aura ainsi tut mulli|»liciU M.-,; 
ai ertie multiplicité était d'ordr* n — q -i- Jk, il sufiirait de lui 
adjoindra k ralations arbitraires pow avoir une multîptieilè M. -^ 

81. La définition de Lie permet de généraliser Is théorie des 
inlégralea complètes. Contidérons une mslliplicilé pouctuelle 

( f, («. «i. »•. -. «M «t ■») = <*• 

( A ('» «M ».l — » *M «t. —. ■») = 0. 
d'ordra n -l- 1 — k, dr|>endant de k psrsntètres arlùlraires a,, a,, 
..., «( (ft < n). Ue celte* multiplicité ponatiwlle on JMuil une asulli- 
pliçilA U, bien dét^minée, définie psr n 4- 1 équations qui oonliaK 
neot les h psnniMm a,, .„, a^. L'élinaination de ees h parassélres 
conduira en général an +1 — h retations distiades entra t, *,, 

..., Xa>i>( Pmt ^ nous aHons voir qu'on pourra obtenir l'intégrale 

générale de ce système d'équations simullsnées au moyen des fone- 

tions/, U 

Supposons 0) les équations de la multiplicité ponctuella idooltwa 
par rapport k t, x,, f „ ..., ar*.!, 

/ s = -. (jc^ x,*„ ..., x„ a„ ..., a.), 

(12) \ '» — ♦• ''•' '** *■' " "•*' 

< Xt~i = 4»_i (Ji. *i* ^ a„ .... aj: 

pour avoir la multiplidlé M, à laquelle elle apparfieni, B ftnl 
l>) UVit BalqiuBral pwr «iMirliSct In ntrnll qai wmi blwM rrtli 

nlMBMC«MU'HCl>4«lllii-MI«iatlH'W*4l««|MligM M IMl PM K-wll 

k itrni ■■ clwsti" (ainaL 



eu*. I. — 
•4lMn i en «failiiaa la adilaUi : ' 

(«0 î : 

L'diniulion de ■„«„..., s^ douMn, far hyfO 
Idiline dMÎMlM Mvlaiieat 

( 'i(».«i *«?.. -...ïJ: 

(M) 

l F.«,_i (>, «, t„r„ .... fO : 

U«iilèaied«<qwliaiw(8)el(14]iMutdoiK tii 
Bjiltne <h* é^utioM (8), (18) cl (13), poom q 
CM de i i i iti w «,, ..., m^ eooime de* moaoMm i 
éqUin» (19) et (13) o lira, ea diUnaliaal, 

<» — ft <»• f . '"^i = »,'«, + • 

•iMlpial 

Ob ert dane nneaé k la rechaicha dea aalalra 
4qaalia«(IS),(13)el(li>) 

(«) »,d«, + ... +tkdik=ca 

Oa paal nlîafiùra à réqoalioa (10) de pJtnieaia um 



■, = 0», «. = <>, ., «,. 

M Ntnna alora VbMtnh fté m aal partit V 
flnUaimh imiwaiya 
».EapaaaM 

h, = 0, .... »,=:& 

L'dBtofaaliaa da «,, .... a, •><» aed l | ai liu M al 






«,. ... 



;, . '""""• «1 •• «KM |« gullc » u Ibh, r*ii». 



'"•(15)eiiirii», 



(W) ( *;.7.°'.'*r.'!; ■■'''' 






(IT, 






.^LSfT!! !"*' + «■ ««i^i»; i" ".<' d.« Lie «tuLu» 

•rwmona o„ .... c„ M P'inUjrJe «6oA»Ie. 

*. ■•i».«,™h «„,,,«.*. i^T.;. *-'• °" ■*-» " 

s* A — N, i s: n. Con<iil.iroiu la courte 

' = ''<'-« «J. 

*• = ♦■ (*.. a, ^, 

.*-. = *.-,(x.rC.ïij. 

eWr.«.A,„u..,rtl,„h.i„„ »«• «"«a» .,. ^ t. 



CBAP. Z. — mtaWK OfititiULK DE UE. SST 

HBlte ptr n ^qnalioD» «itre 1m nriiblet x, 9^, ..., «^ ou, n Tmi 
mit, tonaée par dei courba «l reawniUe de Uiin pUiM laofNaU. 

l)uw le eu tlfl M =: 3, nous arom ainti deux calùfEorwi il'éqiul»!», 
1« ^ualioDs trénérale* H le* A|tiatïons linûim. Si n «t MpKrieur 
à S, nom •arons en ouïra m — S caUgoriea d*^aUoM interm^ 
diaina, qui dùpanHoant pov m =s S, oUedUM au nojcn d'ao* 
inUgrala eooapUte rcprtenUe par S, 3, ..., n — 1 étpialioas anlro 
K, x„ ..., 2^ Su^ooooa, par e w p U, qu'oo preaaa n — 1 wlaliaM 



I = ^ («;,_„ x„ «„ .... O. *i = *i (*— •» "•)» •••» 

ott «Uiendn réqualion «us dMvics partielle* eom^ambutea ta 
éltoainaiil «„ ..^ a, entra OM ralatioM <( lea naiiaalea 

5^ "'• 77, 



Si on tire «,, ...,«•-* <le* pnniiftres équatiMU et qu'on la porto 
dan* les deux deraîùm, on aura deux égnaliana Unéairaa entra 
teaqnellfla il liuidra «ocora tflimiiw o^ Aemanpiona fuo «ea doux 
Aquationa lîoëaifca no aont pa» qnekoaqoai; «Dm ndmettent «ne 
hUégrala eompIMe oomniuiio dépendant dea n — t eooatantea 
aiiiHnina •„ ..., a,_i. De même réquatfaw pravanant de fc ntalm» 
•ntn t, x^t .,., s^ a'obtiendra en Aintinant n —h cc natant ea entra 
M — k-t-i dqoationa KnéaÏK* qui -jI ■"■»»■* ane intégrale floaunnno 
dépendant de h oooatanla* irbitnina. On n donné i mb dqnatiaM 
k non d'dqteliona «entj-lnieajm. On aan de mèmm dea ayilfaMO 
dTdqnalioDa aemîJÏBéairaa en partant d'une InUgnIo eaaplèU rap id 
MnUe par phuîeun éqnatioBa entra s, «^ ...( », «1 dépandaal 4* 
Hoias de H penrotifM ariittnirM. 



F(»»r.R)«Oi 



aur. X. — toAhue sCNtaui 
)L-i Ant les «MflMBto vëriftam h rrirtk 
MM MieDite inUgnUiott Q Ml). Il x ■*■'* «< 
iirt^gralM qui «ériOent Im raMioas X^ + ] 
aotu appdhnNii toigoan iDlëgnlct siitgulii 

snin 

(«) F,=0, F,=0 

qiM Boas mppofloafi, bien «ntemlu, diilti 



FsO» H=0 
«Rt «m far ^yra l» atanmoM, crtto InUf'" 
[F, H]^0. 

lift dèmoMlntioa donnée pin haut d < 
inUgnlM prapremml dites; b niruta cat 

Soient If. ooe intégnie commone et c, x 
ialégrale. Par cat étimeat paaM ana couIm 
«itnte «ur Hm •! dont ton lei éUaMataréri 
équations 





dx, 


4s 




4F d 




'-È'3?.".*j 


Ed narhouil dt, 
«MamhnUlioa 


**« dp, lar kan 
qm tau lea «énnl 

IF. 111 = 0, 



s» upua m, u, toumm m cteMa H«muB. 
••. P" «il., ta,, ta éiA—u a. n. rfriita,, ^ ,*u„ _i_, 

r'zi'"^"*' *" ■""*-• «w- «»-.". ta*». ^™^ 

•♦!. .4.1. .... j:,. E4t «Bel muatMons qu* mI> m mhI 

'•=»<'■ =?uR. pj. 

PomioM r^iulioB 

(^ — j, « _ ^) _ 
*«i»l«ail» 

leO; 

--.»►- ,i I. .p(ta. (18) p»rf„, .,„ u'^'^ **" 

(' = 1.2....,,), rt_, , ^ 



CBAP. I. — THtoWE OtxflULK BC UE. SU 

«t aoas poarroiis la rampbcar pw la •yttème équinlast 

I «-r-*,(F,-«-».-a(.(A-tt = 0, 

( ^+, — f , = 0. .... ^_, — fit__i = a 

s OB fiwme lea oodwti de n Boareui qitène, «■ «ooiltte qs'ib 
H eaatienaeat «www dM nriablw s,j»,, ...,j>„ a;^.,, ..^a>_i. 
Si dooe ee« enidieto M aoat pM ùfBfifigwoMiit mUs, ik 00 poofTOHl 
pM doanar dé* éqnatioa* qnî «Mot dM ooDaiqwBcea dn ptié e éd wta *. 
On réaoudn, earnoM prteédeoimMit, Ict immllM éfnatîsB* par 
rapport à un eartain nombra dea nriabloa qu'dlea eootiaaiMDt at, 
en eomliniiantdaUaorta,OBarrnr«niaaità«o«ffléiiwiBeoinpalible, 
aaît i a ayatéina pour laqad loua laa ctodiala aoal idanUqpMaiaBl ' 
m»Ut rfa rt 'fc^ira à an ai fl tia «n <n«a(iiU0H, 

M. Soit dope 

(W) F, = 0, F, = 0, „., F, = 

«B ajsièma «I intfolMMaji da « équtioiia di a riBd aa, SiqyiiaoaqM'H 
«data mw iat^grala cobudom Û, at aoit • n âénunt de calta 
iatégnle. Pu « puae ana emrba csndériatiqœ C| de F, ^ dont 
toua laa âérnanta aoBt aitnéa anr U.. Smt alon •* on éUnant de C, : 
para* pane, deiaèaia,aiMeandérwtîqiwC^deF, = O0iranaaDkbla 
de toutea laa candirittiquea C, iaaiiea dea diveca élteMsta •* da C, 
bma «M molliplieité H, aitate aur H.. En cealioMaat de h aorte, 
ao «frifen flnalameat i une famltipUdU UL ntué» aar M^ paanat 
par rdtaml «, olilemia par k anperpontioa iuceeaain dea cacad*- 
fîatlqnaa daa m AqaatioM (90). Noua d^aignamia eatla aiallipU- 
dtd IC aaaa b MM de mml t ipa eH é eamaérùUqtu Am tpttm» («^ 
«I BM8 paanana éDooeer le 11 



TUMitm. — IVwto imtéffraU firi jmwm pmr tm Mm tM ê 
MNtiant la awUfpUcW eurueUriMt»» IC teiw i» ttt MmmU. 

VflU «ooamaBt laa BniltipUdUa ouidériiliTMi aanat délalM u» 
llUgM^wl. Caiidireoa h aisthaa oaai p li * d*4f«liaM Balalfw 



(M) tFH^l»». -M ir-.*l-o. 



Ht» êVn us UmtWM» AOI BtalvAM »aMULU3. 

ai •„ ♦,> .... ♦»—*•*• mhA \tit — 9m + Il iaUftilM 
i SÊknaUê 4e F,. .», f» la ffftttaw d'iqMtMM 

Cm -■.4.1 <U>iptMl dM cMuUntM arhitnUri«, wpréwto 
teiUa cancUririiqNM. b dfat, Im «qtalioui (9S) ié*^ 
w multiphotft à M diaMmloM t am potàê le c oa rt M 
r|iMi lie chKim Jm ëquattont (90) ({ :»), or Im nuoiiM 
ques •}« ré^ualion Kj s «ont idcntiquM wn aneUrit- 
^ualioB linrair* 

par iMl M^imnl ^, xt, pf prit farwe iatffrtW, c^m^V 
initt aux rduions 

?îs=0, .... r:=3 0, 
t aiultiptidlè {^') doal Im ëqulioas sont 

iO. .... K.=o, ♦,=•;, -.. ♦..-.— .=*i.-i.*,. 

i prwnr ridentiU ilw moUiplidlte eandMttlqMt «pm 
IkEM (13). PuiiquB toute Ul^rale eU un Uen de molti- 
•dériUMpiH, il tuflln (Teudcinr comrenkWemeiil en nul- 
nwUr«iii(iic»(9S) pour «voir toulcs l« inUvnlo*. Appelou 
U intéyntte loule mulliplidU II, dnal !•• éMmenti férifleftl 
u (90); IMNU avM> ali>n k lb£orème Miivant : 

a. -■ L'ftuembte de» canutériait^n rf« Céftl^imt 
mm étf iivtrt ifUmcnU <rtm« MN/ti/iicfW MUjj^Ii M** 
' nrar«('« multi>ljr<ltl tnt^ralf Mi «. |. 

kbord «ri^Éiil (|99)qtie M,4.i tm UM inUfrelede F, =0; 
poûqu'ea â 

[F,.FJ=iO, (I = S, 3, ..., «). 

iiMoU d'âne careeUrlttique de F, s rtriSent rd^ftliott 
t, eemne loiu Im «téneah de 11» Hliafbnl à V, ss 0, ett 
<(u« (<«•*• Im <-l«incn(i de Hv4.| uUnfont âusai i F^ ss 0. 
\é, «oit U... une mulliplieit* ioUgnle du s^rtème (90) : 



OUK I. ~ TRitolllB ilfctbUU DK MK. S43 

TaMcmMe des eoarb« enacUrialiqueii êm F, =:p iuoM im dirtra 
élénenb de M,_.lbniwneDeor« aHiiinIliplieiUînUgnl«H.-.+t; 
49 mhae, toalm te* canetéristfquoi de F, s imiiu dsf tféfwnh 
de U—N^i fonnenNit «m nollipliciU inUenle iC-«*i •>* m 
eoDtîniual de II WHier on arriveni floalemant à uns intjgnie H^ 
Cad revieiit i dire que U Utu de» mtUtiplieiUê earaeUrùtiqwet IC, 
iimm eu diotn HimtnU de Ut muUiplieUi inUgnde 1U-m ffrmf 
MM ittUgraU M, du ayetème {'JO). ITaillea», il «et clair que ioalc 
inUf^vh) U, t'oblMiidn par le procédé qlii licBl d'Ain InÛqoé, car 
m en prend sur M. noe nitiltiplieiU i n — m dioMBÙeUi ee een 
ane muItiplidU inl^vrale M,-, «t <«• nattlptidUe ouMUiiatiquee 
imee île love In élémenU de X... douwnmt Mdeowwnt H^ On 
mil donc qne foute inl^nlo du tjstèine (90) eenr^rdaentée perlée 
équetiou (93) oà ^, xf, pt désignent dei AmelidM de m — m 
MriaUei indépeMbntts rërifleal let nlaUone 
(94) V\^(K .., K=0, lJ^~pX**'~"" — pti*l^O. 

l» dAennfiwfteit de Vintégrmle générée dee éqimliene (W) 
reMCNf dme d tremper !• miiilijiIidM int^^rsle lU.. la f>|it< 
tfdndmbv «t ce prabbne, «aune nom rafone n, >*tKi|a annine 
inUfialioadM). 

86. On MlJslaU aux équlkma (34) «a prenant poor <*, sEi* dea 
cenetofilw el povr pf dea bnctioos de (n — m) variables aatisCiiaant 
anx dqaatiBU Ff =s 0. /;* Unt rfai muUiplMtée «mMWntfifMea 
•WH« iTiPipeM ael dene «ne int^^ralt. Ce eara» d'aillnn, «ne 
fatUgnla eoaiplAle dn «retèaaa (90), al m donna & m des cône* 
tantes s*,af des valeiira détarmloéaa. 

GoMune application de k théorie générale, pfopoaooa-aoat de 
déterminer une înUgrala, an aena ôidinaire du aol, qui, pour des 
Taleura donnfee de k„ ..., x^, ee réduise i «ne fonction donnée 
da au*», «., «a. BeBiatqnone d'abord qne laa dqMtions do la 
Mokiplieilè «snetéristiqne issoe d'un éUmeot penront dira aiioea 
aena nnefamw pin» commod e poar la disomston. Seilc*, «f, pif nn 
itlad 



i>(f»r^....Fj 



su u^em soa us <QiMitoM junt Btaivte* PAnutui. 
■oit dUMmrt <• 0. Oa pmun «1m«, 4«w It iamém à» 
tiÊoain Im tw 4i|iulioiM (SI) pu- nppott à ^ — t ••*> j— * «t m 
ramphem W lyiténM «onpkt (SI) pu- w tysliiM JMobien, rtMhi 
pu rapport à r— * — t - — Ce ■ytUnM JMolùn, eomme mm 

MVMM, «doBeUm un cjMiDe d*iiili|fnlM holoooipliM dus k» Toiù- 
natte d» t*, sf » |if qui, potir x, = jc^, ..., te^ s x£ m rtdainnt A 
*, '»H*%t '-t *» Pif — • P*- £b éfilMit «M iatégnici i x*» «S-»-» 
...f p2 et rtMlnut Im équationt «ion obteaue* par rapport i t, x^^-u 
...tP^, •■ «un l«i èqtutioM d« U multiplicité eaneUnitiqua mnis 
h forma MÎnnts, x,, ..., x. désignuit les nurûbin indépeadiBlM : 

i*^^ = U (x„ .... »., »•, xj, pf), 
« = f («. «-.«', aï, Pf). 
ft = •»(*„ .... ««, i*. x*', pO. 
= 1, S. ..M n — m). (Jt = 1, 3, .... n). 

l'aur trouver rinUfrak <pi, pour x^ ^ «„ a^ i= •» ..., ». = •„ 
M réduit à uBei)iQctioalM>loaM>rptia4(xa4.|, ...,x^duulB 
du point «Bf.!, ..., Ou BOUS prendrons oomme «arieblH *£. 
..., a£. Nous lurau «Ion les valeura initiales suivanlea : 



«• = «., ... 



«S = *U s£-|.|S=t^4.|, 



■rf»^ 



«t la nlenn da rJ, ...» pî sa déduiront des AqMtioBS Ff s 0, 

.»> F^ = 0; noua supposons que pour ces valeurs le déterminant 

D(F. F \ 

■sV*: — '— s «st dUHmal de sèro. 

L'intégrale dierchée lera npi^aeotée par lea équatioM ^ ai Im 
sanahles indépandautei sont x„ .... x^ m.+,, „., n,. U dètemi* 



D (»i.*i, ..., jQ 
I» l«-*i. .... kJ 
M réduit i l'uniU pont- 

*i = *â> —. «* î= «^ tt.*i = a. 



OUP. Z. — TUANUB GtoiRALS M UB. 345 

cip 4*^4.1 M réduit à «;,4.i pOBr s, ^a,i ..., a^^fl^. On poom 
d«oe i^Modra l«s équatioas x^^, = /'« pw rapport 4 m«vii — * «■ «1 
«a porlut éw nleora dim l'aiprtwhwi de s, oa «a Unra po«r s 
BM bodioa boloawrphtt df c,, ..., a, diu 1« doniioe du pnnt s,, 
»., «a* Ij propontioD prècédaale doaiWr cmiiim ou pufieidîer, U 
tUaf«n« «noocè à h pag« 179 <S 71). 

96. U nétboda d*iiilienUn précédrole Mt on* gèBénlinlkn 
dbacto de h méthode de Caucfar- Elle eondait d-aillews iMémeat à 
h méthoda da JmsoIm mui m IbmM (teérale <| 65). 

GMâdéfOM, «I flflU, am wjMtm da » éqntioiM ta inrolutiM 

OtM ce CM, l« Boltiplîdtét carMférbtiqiHi nat à « dimeatioai «1 
M nnfiMidait ntt lee iotéfnlec eUcMBénai. U nnirt donc de 
IfMnv b dmiiëra iot^gnte da ijelétM complet 

Oa eondot de U que, m on ■ «s syelftine en isrolelioB de 
« + 1 éqwaioiu diitiaetee F|t _.> Vm^.u laeéqoatiaM 

F", = •. F. s= «. F.^ s •.♦, 

reprf wn t eal me intégrale oDatmana de ee syalèBM da n + 1 équa- 
tioaa. Cette int^rale, â oa y regaide «.«.i, ..., «^«.i cooime dea 
eoaatanlaa arbilniraa, aat aoe iatégnle eompUla du ijiliMi daa 



F,=»«„ «., F.s;^; 

par coeeéquent, rintégntioa de ce ajatéaie eit nneoée 1 U délennî- 
aatioa do n — m -t-i fiiactîoaB Fa+n •••■ F.^i, lonntat ane le* 
pramièrei an ajatème en ianlutioa da » + 1 IbaelieBa dUtiacte*. 
Oa mt de plua, d*aprta n qai préeUa, qui) a'aat paa aèeeaaiini de 
paofoir réaoudre laa (» -f- 1) éqnatiooa F< = a, par npport à t , ^„ 
M, jiu; BMi* a'anoaa ùH qaladiqaer rapidancat ffoaiataBl aa 



SW kKÇOM SUR UM *>tCATIOXS ACX ll£lUV<B PARTICLUH. 

Jaeobi »« sMttme m ÎBvohttioa 

(iM) r.==« F. = o^ 

on «rrire à un syntème m involutÎM 

F, ~ •, F. = «., F.*, = «.♦., .... F.*. a= «.♦« 

ilont on puisM dMerminer Im canetéiMiq<wi, «'«Ui-dn M ^«In 
purMT intégrer l« «rsUtine nomplet 

[F., ♦]=(), ..., [r.„,»i = o, 

le pnbMBM wn rénlu, or une îaUim)» oomplèto du tenicr 

■jtUïHW! conlmant en outra lea eonstanlM a. 4. «■«■i daaaon 

AvideuuMDt une intégrais oomplèto du ijutèaM prupové. fint^cratioa 
Klaiit eonmeiMée pir U néthodo de Jaeobi, 011 poum, à dioqM 
■Dstaat de l'opéntioD, nboudoBtitr ertte luMiode et appliquer cHlo 
de> caractMiliqaet ni ello eel pliis aTantageuac. l^ mnaïquo anil 
iléji Hè bito (g <)0), oi4U aeuleiuent pour len «iiialiom où 2 n« 
fi^uie |>as. 

f^a théorie génénl« dos nmUipHcUi'ê earmetéfittbiue* pemct, 
eoume on Toit, do déduire d'un loMe point do vue les dïlUrwtet 
miftlraifa» d'intégration. 

V7, IN)ur simiitilicr la théorie yénérate, noitt ana* Usai de odU 
ceitain* détaîU sur leMindt il ett util<' de m-enir. Eu déiinitiYO, 
toute la thOorie repose sur eette praposilion fondameatsle que toutes 
les int^nleo d'un aystimo en invointion di> m équatioM qui ont 
un •'•I6ment coniranh en ont x** de communs. Kiaminoas sous 
quelles conditions pricisex ce théorème est ciact. Soient 

F, =0 F, = 

un vysléme en in?(4utioa de t» équations distinctes et 

[F., *] = 0. .... IF^*] = 

le système complet correspondant. Je dis d'abord que les m équations 
de «e ■y«(4me sont linéairement distindcii : pourqu'il en fût antrenwot, 
il budrail que toux lft> déterminants d'ordre m conlaaus dans U 



• nCinuK otxtMttt m 



m 



a,' 






'F, 



ir. 



•litM nda idcnbiiMaesl. su a ëUX aimi, <« 
«m-^C» -1». i*. - ... -fc<«J 

os poMmit déduira NM icUiM liaéùn «ativ l« 
», <F, +,.. + X. <lr. - |i(d. - J.. d», - . 
X,» ..., X^ |i a'Aint pM looa mijf. Or, OM 
faBpMriUe; dpi était bmI, on «ndddnînit que Im 
■• M«( pa» dialîaelei, m a UiiiMw l i l*lijpolb 
ml, da* rrialiou F, = «,, ..., F« = 4„ oA « 



dj — p, dx, — ... — 7. dx. = 

M qv eit évidmiiicnl alwinde pniaqno eelta darn 
MOB rawM va (S K9), n + 1 rdaliona dirtinctaa 
wriaUea a, a^ fi,. Nooa laiMena de odié la caa aA 
laqnal k qBeatioo ne te |ii <ae a la paa (*>. 

H peaftaït aa bira qna tooa aea détenoïaaBli 
qoaoïeat aok, ataent nala ao laoaat caaiple d« 
..., Fb ^ Ol CTaat ea qui aifivnait, y»t aunp 
dqaatioa dont la praniar a n ai l a i) aanU m o 
dnautaaaa paonait ae préatntar d la ajalèaM i 



«AV. X. — ntoniE oCntiutx m 
alom puUtMMBt rifooniix «t M port aUlnMr 
da qr*UBM impoté qn emtwat FéléiDait s*, i 
■•e BqlUptieité d'orira m, mmh de ednMi. 
^'«ppliâtiM de h MëUwde fftoérab doa» 
fMMrquei ninnle»: 

L ^LIoMBnlioa da ijtlè— m imnlattoa pn 

F.=0, .... Fip=0 

«t lUMoéa i rintécntM» da i^Mtee d'^qwtfo* 
Wâl»<SQ;d'apcte la Basièra ntee deataaa 
Êjtitmtf a adawt le» inUgialaa proaièw» 

F.=«. F. = «^ 

dmt <M peut •« aerrir pour dïminner de m oni 
AmcIïoiib ÎDooiiBiwt. Si on obtient l'iaU^rale géai 
flomplUeraent inl^nUo (88)» »b aura iatégré pai 
équatioa* (36), oà s^, ..., «« *i>Bt de* eonatanta 
ri an nat InUgrcr aealement les équations pnpoi 
profiler da eetie einoDsIanee en binât «i ^ < 
daH h transAinBatioa ^éeédeate. Dana la caa oà 
cet de U forme (19), lea deux anlèiDei (SO) et 0» 



fration eoaaiilii^ an Bénénl. on pw bK me phu a 
ejdène(96), 

n. — fitant donné un aystèma ai isfolafioi 
li ad afra i pmr rm p port «tue a nr t ' a Ww p^ on voit 
«ocffleienis ■ et k dans lea équBiMBa ^ et (S8) n 
t, Xft .... X,. Da tout point (tt, »•, .„, >;) il par 
da nndtiplidléi canKtëristiqiiea, nuia Ipnlai oae ■ 



rca ifeliandiait «B intégiant le ajatAme eoapUlaa 

' dX^4-l =S <■¥% (i«l ■*• "• -*• K*l 

tfs = »> de, <»• ... 4- ^4tt. 
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kï- ■• 
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■""•Ni:» ;*. 
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VO I.CÇOHS suii i.es Cqoatioxsi avy démyCo pAnntuiv. 

Soit P« eHIe mulliplicilé ponetoAUe; rinfégmie, lieu dtn mvRiplicités 
earaeléristiqiies Iêmêê du point (li^y «% •••, s^)» te computer» 
néGes«aireiiKHit do la nultiplieiU P^ ol do Poiiiombio do oot ploM 
ttfiKcoU. Ced notto oxpliqno pourquoi, dans l*inté|p«Uon des tyilènioo 
d*tfquatioBs liiifiâiret, on n*â pM besoiA do lefiir eoioplo d«o lonMo 
on P|, ••., j». dans les équations difloranticlles dos caractéristiques. 

Tout syyUmo en involutîon do m équations Unéaifos aJmel, par 
conséquent, une intégralo complHo repn^#enWo par n 4- 1 •* m 
ii'biioQff entre les variables z^ x^x ù les ê«]tiaUons de et système 
dépendent en outre de ih — 1 constantes arbitnûres, réliminatîon 
de ces panroôbnes conduira à une équation »«tmi-liuéaire (S M). 

III. — Si tou9 les déterminants obfi'uu» en prenant m c4>lonnea 
dans le table«u (T) sout nuls pour les coorilounéed z*^ xf, pi d*uii 
élément, le théorème fondamentiil peut être eu d^^faut pour cet 
éléûieut. Consid(^'ron% par exemple, le système en in\oluUon do 
deux équations 

►'i (p. q, s — p j: — qy) =s 0, F, (p, 9, s — p« «- «y) ss 

dont la première exprime que le plan 

est tangent à nn^ certaine surfiiee uon défoloppablo S|, tandis que In 
seconde exprime que le même plan est tangent â une antro surfiico 
non dévdoppablo Z,. Soient P un plan tangent commun i ces doux 
surface», M et M' les points de contact et m vn point du pian P. 
Supposons d'aboni que !e point m ne soit pas situé sur la droite MIT ; 
de TéléiiieDt formé par le point m et le plan P part une caractéris- 
tique do la première équation, à savoir la droite Mm; d'un point 
quelconque m' de cette droite Mm part une caractérisliquo de h 
soconde équation, la droite M' m'. L'ensemble des droites U'm* 
forme une multiplicité canctérislique à deux dimensions, le pian P 
luinnéme. Si, au coatraire^ le point m est sur la droite MM'; lea 
droites m M, m' M' se réduis^eut toutes à la droite M M'; la multiplicité 
caractéristique se réduit & une multiplicité & une dimension. Pour 
un point m pris sur la droite MM', les cAoes (T) et (T) rdatihaux 
deux équations seront tenants suivant la droite MM' et on vérifie 



:.i-.'' 
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{■nMIateoMiit que toM Iw délcnaiouiU d'ordre ! 



La tkèocîe gtinénle ne ^«pplîqiw donc pu «m ii 
leH]uell8t tooi Im délenninaiiti d'ordre m dn UltlMn 
Nou» Ie« apprilerou inlégrate$ aingnltirea, nous 
■MMlra- dau la diapitra mitant que lec iaUgnlee 
haut litigulitTCs (H 01) nlUfeot bien à eea condilk 
nfMurqiwr qu« toute int^^le aiiigalièfv d*i»e éqnalk 
est une intéjgnlé nngulière pour le sjtIèiM; niait la ri 
pM nvie. Ainsi, d«» l'escinple de tout k rbeart, h 
dreonaerile aux deux Miriâceii Z, et Z, est one inl^ 
poar le systèoie des deux ^mliou, mu être une înl^ 
d'aoeane d'dles. 

La redierehe d«a intqtnlei< «IninilUm se rameDanl à 
(éatffile d<^ trailte, la ndicR^ des inlégnlee 
pli HJea i» équations, novs ne noos j anHeroos pa 
Hnnarqiions «ealéinent qn'cn sa bontant, pour Itxer 
cas d'âne seule équation, les ratsoanementa euploTéa t 
troîa «ariablea proment que, ai ta finetton f n'a pns éb 
bfwa particulière, Féqualion F =: n'adnet pas d' 
Mrmala d*iaUgnle «higttlièfe. 

Poor tnitor oe n^ct plu* uonpUleiiient, D Biadn 
rrialions de eontaot des inUgulea ^ngulièna sTse 1m 
(nies; «e point axig* des dia en s ai oa» IrAs délicatca qna 
dans k baan Uémoire de H. Dnrboax, ponr le eM 



as. H.SophuLieaprtseoMlathéorieKénArBleaoi 
«a pea difliirenle, an moyen d'une notation nouveUe qta 
fiûra eonnallrv. Si dans he danx éqaalioM 

r{Ztmt,^.t»mP ,P,)~<K dï— J», <(*,—«. - 

M nnpiM» s par iû,^u Fi P» — ^^» — • P. P« 

nlstioaraOaechaiigeen une relation hanrw||ène et i 
par rapport é ji,, .... ii.^t et k aaeeâde équation devim 

Pt '*! + IS rf'l + — + Pi*l ^-e.*! » • 



CMA». I. — THÉUtUB OtmtMàlX M LU. tt3 

kldtUOB 

Pti^t + ...■*■ p^éjt^xO 
dsfiant 

•t iMtto parenthéM CF, 4>j^ M duoga idealiqnMDmt ea(r, ^*)^, 
r et ^ dénguat w que deviMMot F «t • pv b «ubriiluUoa 
préeJdente. la vérifleatîoa dinct* de m Ibteitew s'oITra aveoM 
dîfBctilt4i il appanlln |>iM loin eomiM ooniUiirt dt la fhéwit 
. grinénle dea tnatlormitions de ODBtad. 

A^Kfoooa a nelre ayalètu «n iimlntioii la tnaafiwauUoB 

«|a«,» ...» ^'a.«rt «^^|K«,4.| — ^ ..., 



■es. .MWBM « Q w dMi h i wi BoqfMB l y i l lwl «I fanvIatiM i» U 



fl — B,=t, «U.,sO, ..., «^ = 0, («si,];..,.). 

LmpucbIUm. 

W-H.^), (i = l,ï. » = .*l,...,rt, 

Aant BaUei, «i « CMidiit qn. le BonvMa .y il è w . M wli i i it 
fu pi^i, .»*^ Ob anÎTC donc i oa .jiténi. ca ianlulMa d* b 

»i = fi. -t ».=«• 

W. Paiqi» im qiUM M lutat i n iiMw ta imMlM 
<t Mlla bât, a laffit <• «MlMnrn qMIaM 

A — A» — • Pt^/if . 

tè /„ -, f,*Mim butim bcnaogtati tt èà (ttaitr 4l|ré 
dt JV.I* ••^ ttOt* V» tMtti kt panalUatt 

(f,~fi. ft-ffl 
Mkal UtaliqMaiiat aalka. U II lnlai rnli»nlil <i Ut it 



tu uçu» SUR u* évixnon* *ui ft£iuv&n» puaitiMJU. 
iMduit «Ion tri* aniiMat d» h ■<llni<e da lU)'«r futtr I*inlij|ntia« 
•in ^slèow* jaeobtem. Ka cQâit, Im «iiHipUeîUfl nrMUftetiqiMs ém 
KfMrue «a tavolnlion préeédeul nul détomiaén par l'inUfratMNi 
lia spiéiBe Jaoobien 

(»».-r..«)*o, ■.. (ft-r,.*)=o. 

Sioapoaa 

«, = •, + (, «, ^ a, •«- f y^ .... «, = a, ■«- 1»^ 

cft tjMum pevt Mre reaiplaur (| JO) par «aa «qwlÎMi uaif aa 

» = /; + ifi/i -»- •-■ ■*■ If,/;. 

at liaUfraliM da caUa 4qaatioa linéai» nrieat i «aile da r é f Uaa - 
in — 4-»- 1 varûblaa 



<fl 






Lo théor^AM ItmdamenUl da LieaadMiritdoneda UtéorhMapéeiil 
da Mayar puur h» ^lulioat liaroirea et homuK^nea. lavcnnaaiU, 
•i oa appli<)u« le lliéotfine de Lie jui ^ualiaBa liaàiim, «m Mt 
coaduilauK aiiaws niaulUiU^ue p*rUntétbo<ltr din!ul«4leHi]rar(*). 
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^ 



CHAPITRE XI 



TkwittormtUoiii da eonUct C). 



100* nmi Ie9 Imitronnatioi» des llgvm jplanet m des ngum 
dau Peqiâeey on a d*abord dCodié celles qui font eormpoiHire on 
point à on poiiil ai qui» par tuila, abot définîea par daa fonnuleii da 
la 



«9 ]ft a éCaal laa cootdoniiéea d'un point de la première flgnre et 
XyTy Z les eourdonnéee du point corre ipon dant do la nouvello figvre« 
Noos désignerons une telle Iransfonnatîon sons le nom de Iransfor- 
mation pwuiftéBe. Il est aisé da voir qua ces tnnsfomiatiotts no 
changent pas les relalions de contact. En d*aotres termes, si deni 
oooibes 00 deux soHàces sont tangentes, il en sera de mémo des 
couibes on des snifaces truisformées, et mémo la tnnsfbrmation 
conaenro Ponlro do contact 

On connaît depuis longtemps d'antres modes de transformations 
que les préoédentSt qui jouisaent do la même propriété. Telio est la 
transformation par polaires réciproques. A tout point M de Faie des 
ligurea ne correspond pas un point déterminé do rentre figure, maie 
liian tona las pointa da plan polaira P du point II par rapport à la 
anrtea directrice do aecond degré Z. Mais ai Ton considère^ avoa le 



' «V 



-'.';-': 




m AsISBft&CMMiUtr: Lie. 

f^wP;^JMmrti€t AMuÊêH). — Vi|ir, BimU 

IMviMuilc^O^sU^psfliH^savIfffvAaBf 4€ i^tf 
I. VI, s- tirlf»* 






OUP. XI. — TlUItinmMATIOMt B 

4pAI is Mit ■&>■•, il fiwdn qiw ToB ail 

rfZ — PrfX — Q<fT = 
tMrtM Ict &>!• qiM Fm ft 

ifs— ]><i« — 9<fir33 

•l,'«omine k première «pression est ase fi 
dy* ds» dpt iqt cad ne pourra at-uir lieu qn 

dZ — PdX — Q<fTsp((ls— p 

p étant une fonction qaeleoocpie 4e x, y, x^f 
diCKmilielles. 

nos gùnânleiaent, élxnt donn^ (3n •*- 1 
A* — t 7* ''^ '*'* ayitème de (Sn -4- 1) fo 
P(, ..., P. de CM niriablM, cmb din que k tra 

«'=Z, «;=Xrt p; = pM (i 

.Mtaae li«iu/SfrMiatt«N d« eonlaet, ai Im fm 
identiquement i «ne rektimn de k forme 

dZ — P, dX, — ... - P, dX. = p (d* - j 

f diant une fonelioa qoekonqua de r, te^, . 
tranalbrmation de dtUe ttatnra dunge anc 
antra multiplicité M, maù il but remarquer q 



FeMemUe d'une aurbee «t de an ^na tu 
eowlM et da aM pkna tangents. Pw exempl 
pekifM féd p ro qu M appliquée à une aufftce < 
*^« et, m^iqaée k on phn, dwiae an \ 
' manl qn^ ai on 'a deux mnltiplidt^ 
a et da leurs plana tangent*, pour qt 
M étançnt oommun, il Faut et il aafi] 
m point eoBOHiB. Si doue une trauformi 
dM aurflwM M dM Muriiea, «Ik changera < 
M dans flooflMa qd m coupent et iavcrseuiei 
llMttflirqnahtrBashnMtîon inraiM ^ 



cHâP. XI. — TUMVMtiu-nom M ooNTier. SQB 

détMÙHroBl l« (Sa •!• S ■»• A) teelMU Z. X«» Pa >M f •■ CBMliM 

De et éywlhiit oa pwrt ifaf JMaJiiliMMt k tplème 

éê n + h + i 4qiHligiH qoi m Btnli— il fW Z, X,» »., X^ 
\, ..., V Ob Uren de Hloi nlayn im Z, X„ .», X^ V •"> ^ *** 
«aiMrUHtcwitleanAailMaatfH cqiatiOM, m wn Iw nt«in 
diP,....,P.«l^ 

il s'y Mvùi •XMp6ea qua d 1» é^iulioM (EQ éttÎMt indMamiiBAn 
•u ÎBcmipatïblca. Oa voit immédiil— uni ^aa e« éqwtUoBtf ae 
peuvent <tre iaMitnafaéflf, nui* U poomH crriTer qa'rilo fiiurBl 
iacoaipuIUa*; cali «rvinnil m wm poanit tiiBiiaar Z, X» ># *■!'• 
en 4qN«liaae fltoB «MMDdnil aaa rriitiaa 4i la bran 

C« as nceptioaBal taité^ oa loit fas Im ëqintioat ^ dttninent . 
complèOnMat aai UiosAinMtioB éa Molael. Goauu It ■ombra h 
ptat preorifc Im valwn 1, S, ..., « + 1, oa voit tfifaa lan 
(n -«■ 1> crtéfwiM <• tnadbmilieu A «aariMar. ïha» la ce» 
limite «il ft s « -1-1, Ica nlatka» (S) 4Mamia»t eomplèteaMOt 
Z, X,, .-, Xm al OQ a «M InaifaaiiSoa poaeliwne. Ua Mb* «ai 
limiu tria iapaffaat«t «lai «A fc sel. Ob a abn aaa anb niilte 
CBlf* laa vafUlee Z, X|, t. ^ 

«,(r,x,i^)=o. 

al l'i^ailinn (S) dam «n éqaiirit a la i TéfÊÊtim 

Cad 4mm lai MniitioBa 

£♦. ^t. li ^. 
41 àXt *t 49, 



CHAP. XI. — > nA!«9rOIIMATiOX8 K COlfTACT. 



«M 



et, par tiiifle» 



Zss— ji|X| — ... — ji|idtm 



Koiifi retrouvant aiM tnaafbrauUiao ^pM août afont d^ wiplojée 
ptosicim Irife at qn coaipraiid, eoouM cas partienliar^ la InnaiM^ 
aaaIioQ da Lgyadia at b tnuMfiHuiafMi dTAaipèra qw Fatt vam 
plat lab. 

103. CmuUémnMp en particulier, k cas da trois tariables je, jf, t. 
Dus as cas, il y aura trois classes de traasfenuatiaiis de eoatact, 
auifaiil qu'au éUblit 1, S ou 3 rebtions autre 9, y, s, X, T, Z. La 
aas de trob rehtious conduit aux truisibmiationa ponctuslles. 

Suppaaons quVa parte d'une acule relatlan entre «^ y, s, .K, Y, 3C, 

t(X,Y,Z,«,y,s)aO. 

Il budrs adjoindre à cette équation, pour déterminer X, T, Z, P, 
Q et p, les équations suiiantes : 



àx 






.TJ» + Ti: = 0. 5îf« + 






0, 






rfZ rf« 



La IruHfMiBattoa est «NopMeoient définie si an m doMie 

^8sO, appdëe pu* Plikcker équatiom direetrtee; XtT» Z tecont 

dooaéM par 1m CmvuIm 



(A) 



— . $**';-*=". ^-^=<^ 



La transfiNTuiatiou ainsi obtenue peut être interprétée géométrique-' 
UMnt aonmia il sniL Si on considèn», dsas Téquation <r ss 0, X, T, Z 
aonuna des constantes, cette équation, o& âe, y, s sont les coordonnées 
couruites, rtprésente une certaine sur&ce Z» De même, si dsns 
4sO an considèrs «, y, s comme dea constantes, aette équatisn 
reprimMla une aurfima 1'. A tout point X, T, Z» réquation f ssO 
fiai dana csnuapandrs une surCme Z at ft tout peint «t yi s 



I 



f*3 






X'-fV + Jf- 

L'anrfofp itSm Inv h IraH&n 
4»^ ptf nppnt i cette ■phIn.Oa «s 
UiaMre, U IngetumliM eri <(ltfn 



■ n. — Boit 
n bal M meMn he lehliaH 

x-a + ra-i)=o, y- 

X— «4-P(Z— 1)=0, T- 
eeqirfdeaM 

1 



ifert b tfearfbnnatioB per bqnene mi 
■urftce fenlMle, on dilatutiom. L« wtI 
^ nyoa R ejiel KOpeetmmcBt IMW c 
•opoietfe».»)- 

bavu m. — Eb pnMDt 

♦ = X« + Ï' + P— X»- 

•■nlnme b trimftnMliaa fer lequel 
■• pelein lelellifiBl i rer^iiie. 1m 

r ■ 



104. WtneiM nbbaeal ipni eiU 



su UÇOM Mm un tooiTium adi etmvtM huitmllo, 
n inidn laur m^oimàn le* éqvatiwit 






= )LÎ^+l 



.p=». 






.i^. 









^•■^:- 



'y 



■ii^ 4)9 tirer dai trait demièica Aqiuliofle ttn* 
liluft p, X| et )^ ; m éliminant y on a, «n HM, 



Vàn 



'^)-^fê 



^^)=''> 



» X| et V, De )win-«iit Ur» nulii i l« Im«. d «prts h p wtièf» 
dv0 rrlatioiu l'critw [.lu« baut, on en conclut la itouvi^ne ^quAlioa 



qolt Jointe aux équatiom 



d^i ^ 



-^*î: 



«. = 0, 



pennetln de iMmnlner X, Y, Z. 

On pciit encore donner de ces équalJMU une inlerprftUtiok (éaa^ 
trique. Contidéfnni, duu 1m équatïous •>, = 0, 6, = 0, X> Y» Z 
eaniine dee cofutant ?i et z, y, i coDime «lex roiirdi>na««s courtatai. &r 
équalioRJidéQiiii'i'nt une certaine ciMjrbe C, lieu du point (x, y, x).Ea 
d'nilm tennet, rv4 «quations Tunl correspondre i tout |toin1 (X, V, Z) 
■no couriie (ï, et de même, à l<int point ix, jf, r) MnvKpond une 
«fUrbeC représentée par Ice niOmua é<|ualiuns où on re|[ard« X, V, Z 
comme le« coordonnée! ovjnuilef. Lor«(iM>- l« point (x, y, t) iMcril 



• XI. - nàiitratiiATiom m cmcTAcr. 

«M «uAet 8, las courbet C rriititM aux diTêft poinU da 8 tesMOt 
rat flOBgnMoee. Vépaàkm A sO détermiM la $wiiae9 fheah da 
calla coaiproaiia^ 'aaiftoa q«i aat la UiBafbniiéa S'daJa aÉurbaaS. 
te oMiiliwail auaai ipia S* ait la Uaa dea painla X, Y, Z lab qw 

Fov avoir laa tnMfiMmaliaiia laa phia aiaiplaa 4a aalta aspèaai il 
aal Mteial da avppaaer qM laa caariiaa C al C aanl dai 

EommbL — 8oil 



\ 



-•%t=A 



T^'/? 






.'>^:' 






^v 






^ 



». ' 



- '- 



.«.•-.«•: 



5jtT** 



et, par auila» 



AsZ-jiaOp 



Xasp, Tssy» Zsst—px. 



Jùi éerifaDi fw 
dt—xdp — ji il« — P liji — Q dy s ils — p d« — f dy, 



— «p 0"f- 






te a ainai la taraaafiiniialioa conara aara la Mn da trmmfêrmaiUm 



ExofrtJi n. — - If • Lie a donné mi entra exemple nmarqnabla 
eu laa aavrbaa G al C aont dea Jroiiaa, an partant daa danx rda» 
liona 

^s5«(X — <Y)-#-y — ZsO. 



Atoulpafail(X»T, Z)eorreapond 
linéaira el i tant poini (se, y, a) 
imaginaira de finfini. 
Calmlana A; an traqte 



droite lypartanaat i «a aopplaie 
droite qui ronaantra la aarob 



A SB Z ^ p -i* f (X --^ iT) asO; 












^ « 

■-*. 

k 




«•' 





















// 



aup. XI. -^ TaàxsnMums m ominsT. sn 

bniiu m. — SoioBt 

♦,=x' + y + z»-(«» + y" + i^ssfli, 

4^ = Z« -I- Ty + Zf s= 0; 
Im coûte C at C «Md alon dM cardet. Ob ■ 

Gatto éq««UoQ A = repréHota on plan qtd paaa» par la dmito OK 
•t pv h nonn^ UN A la Mirfo<v en M. On cmelat ils tft k eona- 
tmetioa wnaaie da point m oorraspondant aa point H : daD« le 
plaa pesp«nt par OH et la ncrmale UN i la aurbea, on b>«m la 
pnpaadicaUiiv Om à OH «ir laquelle on prend nne loBtfon'r 
Ont ^ OU. Cest la tnwrfbnnatkM dite apaidale, qui permet de 
pataer de rellipoutde à la mAn dee onde*. Lea tunetleiH f, et ^ 
Maitt irmHriqnaa en «, y. s«t X* Y, Z, « an eoMlMt qut la tno» 
fermalinD eat rt alpre qae. 

105. I<ea peragraphoa prMdenta eoQlIenneal la dMertninationt 
aetu tonne finie, de toute» In trantfonnatioDa de contact Main on 
pevi M pnpoaer enr cee tmufennatiooa bien iPaatres proMèmee. 
Bw eteaple, «ant donnée nne tedioa Z tea Sm + 1 Tariabks «, 
a^ piM en pent ae damandcr o'il eiiele d'antraa hnetiona X„ P« loUei 
qna lea fcamnlaa 

*• = z, «; =: X„ pi = P, 

dén^Biant «ae traBribcmition de e>ntaet La aolution da celte 
yeation el da bien «Tmlrea analo|tnea ee dMoit ma» dilSAilU dee 
ftiertwea auinnie qui aenl tondamentaii» dana eatto Ihdorie. 

TMoateBC)-— fiWmtZ»X»P.Sfi ^ 1 /bnetsMu d» Su -l- i 



ftKm mrrm «mmw i> mmm t*ÊtMlÊ *• éTMiiMt H> «rif«n pMtnaN 4a 
inNiM- «rtn, k pnpMUlM part MtoHV Mi aMMiU. Ea tM, «• niirtlll m m 
4JMl«MtonliltaM 

•a <^ .., 4, iMl «M «•*•«« <aMMa«aM, MntMat li mMIm <s— M 44, - ... 
— jb '^B ft rar «MN*i«Ml IM w 4- U naMMt I. If MM MUadn 4 W « In «aaa- 



98B upmt Mm ta Ammom Atn otbuvAB mmoun. 

«A^ «•! tau fotuAitm de» rmrimkU» SfCnj»», fwJn'Mf jnuhnB»; 
m Sn + 1 f9tulions mntt ind^endantet H tctUfsHt mix ft l m ti t m t 

PC«PJ = -^ tZ.PJ = -pP.. [P<,P.Î = 0. 

«Mi fC If J - ^ tu XéI == • MMrt Km dM (MfifMMn 4m rrMtnlii^ « «■! w fHl 
«♦^f ««■ ^M iHw rrif >»li tout UtaUfMVÉrt lab^ paliqBlb M eouMHMM|H«,<^ 
», «a- B*" ■MM cM^. )■ nUUM W r«alrïc/fm 

•t ■„»,«. ml tu BoaLkm 1. 1 -^ ■.»■«** Iw* u «Mtala ik4i« CiHé! IIMIIU «t M 
■èaa toraw q«> h prcMn**, «wli In tNtliwii I, X„ ,_. !■ «Ma kkii-Utim |«r 

I — ta, f«, — ~-l«,P«^ P», P»^ Xt^^p-..!^ 

Oaaiwa 

tr..x.l-ir-i.I---l*.x.l- 

bta, pMT mtr k nlMr d« tncM |Xfc P,| teltMf It ntatlM « «M h Htm 

MialMiabutM Manu Miflt et Mfi*H««,^^p.^,. Gmmi ^lUIWr ■••i» 

(lMaMl|a*s.^,,r,4.,Mura,<'aftHn4B(prin4i 

OaailMllnitlMn«rtM.ln<-ncMI*.llMiwl* jlmnm'htun Mlr «M iMl»-*-! 

bwtlMi S, Ifc Ft w*t Kd-prmhfllri. SapfMOU o'o* ail «M rtMJM 4* b br*» 

P, = f ll.X,.-,l.V-.,PJ: 
■■«■niilmtrtP»lJsrM4»nWbHprM«nlMM4NiiiMtMlnln)rpX,1~ft 



aur. II. — TlUxiroiiMATioNs dc coxtact. alS 

. Lm * déduit ce tli«oièiiie de h thèari« du pnUèma de PMT. 
, lUj«r «t DaAoux ODt donné eoniile àea JéBanartratloi diwetw. 
IdiaonatnlMin suïvaale «t celle de U. DuImmix. 
éqoalïoii (6) peut £lra remplacée ptr 1m Su -h 1 équetioM 



*« et ■'- '* 
2._v..<'ï. .^ 



lojom toujours b Dolalkm 

own alert faMpUcer kt relatioiu (^ par let ntatioi» 

mw ca ëliMiuaal p entre !•• éqnetioM (7) «t (^ Boit « «m 
tioa quel w qua de z, «,, p.; m sappoeanl qae lee diMnatUlM 
rfx enent Uiee par la whlion 

dt = ft 4s, + ... •*- f, djt^ 

NI* 



dn . rf» . ^« . 4« . 

iq W B eeUe fcfd e an» f iiB ttf ina X, et P«. NonaaimBa 



G«te poêè» MupiuMH uB aeeomi «jalfriM d» différmliflUM (|ue mmis 

^a» W prtaiier; m &an i'uiionl 

«2- P. 8X, - ... - P.5X.= j (3t _ ft J,, - ... -^8ia 

el, co diffèrcBliul Mtt« jditioB daiw It pnMu«r aj»!!»! iTnnnii 
Mfuenla, il mcl 

dzz - rfp, êx, - ... — rfp. «X - P, di\ - ... - p. dix, 

= 4f p (Ji — p^ ÎJ, — ... — j>. S*,> 
+ f i dS; - J^, 8x, - .. - rfftî*. — ^, «X, - ... — p.rftv, (. 
SuppowiM liM^oun 4M Cm ait 



ftX: 



= 1». d»^ •*. . 



+ Pm •*'.. 
-** Pm i-* ■• 



|«niuiU«t Im dEfTérciitMleB (/ et 8 dan» b ivbtian pf^tMenle et 
relratulutna Iw deux ruUtiuus muû oUmutin; îi vhiutln, mi ivaBr> 
quant qiw lea vpéntioos tfS cl !d auol Mprivalaates. 



dX, 9P, - 



dp, 3:;, + ... .. JX.BP.- 



dP. >X. 

. + dASp.-d^».ul- 



£eri«on ifÊt cHte derrière tdalioa a licvt queèa q«a wi<«l *«> 
accroÏMciiunti 37„ 3/<(, aprè* y awr nnplacà aP„ SX, par Imic* 
vateur.* linVa dea é<iiiatkMu (11) od oa anrail remplaeé d par 3; il 
vieiidn 



m 



fdX.: 



<fn. • an. ' 0a, *•-- 



-pdft=^dX.--^-^dP,. 



àP; 



^dx. 



Le.4 deux tml^tn d'^iuaticMS (II) «i (19) doiient èln ^uir^toatu; 
■i on remplace daim le lyotème (13) dXj, dP^ parleun valaun tir£«a 
de (11), ou doit aboutir à dei îdeoUtéa. Ou au conclut, d'^prèi ud 
théortme bien omnu *ne Ici lubctitutioni liiirairea, qua ai & dé(i|iBw 
le dèlMmiiuint de» coirnicients de dx„ Jpg dan» let ^uatïuiw (M) 
at 1' ealui daa cocfOcienli d* dX, et dP. dana te» ^ualioua (l*i> 



w. 



lémtmm fur fifpÊtl • ds, «I dpt, m a«n 




«B voit beOMMBt foe !• sacend détenainaat w nlaènc an premier 
ftr «n» yarawlation eawnaU* dt ligiM li dt MlMMfe. hr 



-^- 



lui le lUurBiwuit IbacliASM) d* Z, X« P« 



j _ D(Z, \ Jl„P , P.\ 

D(:,''"!i,.".««F,.-.P.)' 

^ iî ... <Z JZ _ <Z 

£Ï! "^ i2b ^•'■i ... Î4 

4s Â.r, ^Sa ^Pt ^Pn 



it il. 



it, *P. 






kjmHtm >w i l lMi B N dt la ilwiifarn «loiiiw cni ds It pmnttr» 
MlUiflM f«r ^p «k..., lai tUujfUU d« It (i« .f 1/ «sui de 11 



^^'A 



m 



m 



^,'v': 



"^-^■-y-î- 



a^i 



*^^: 



tï'-i;». 



F'''' 






ï^ 






..*^ 






S'.^.'?'; 






>V>. -^^ 






87S LBpom nm utt fonânom aux Btenta pamuluei. 

pranièn nuKipliéi fét p^; oa liwvt 






ilZ dZ dZ àZ et 



Z$ I ■ f f •••9 ■ ■ ■ * f - ■ y «««f «i-»Ji 

<^s i(Xi tfa^ àp^ àp^ 

•••••••••••••••••••••••••••••• 

rfP^ dP. rfP, rfP. dP, 



àz dx. 



I 



dx. dpi dp^ 



EqAii, ijoyioût i la premier» ligne les élémenU 4ê hi 
uiiltiplî^ pir — Pp etc., eem à^hk^n-hiy molUpliit pir 
il vient, «n tenant compte des relations (7), (9) et (10)« 



— P^ 



I=r 



rfX. .... 

àz • 



0, 0, 



• I 

I 



• • 



I =?A, 



1^: : 



d*où 



I ss ± ^*". 



Comme p est dîflerent de 0, en en eonelat qu*il en est de 

de L Los fonctions Z» Xj, P^ sont donc Inifi^peiuiniilcs et en peut 

risoadre les éqnatioa« 



par rapport â s, x,» P*- 

Pènr démontrer la seconde partie dn tbéorèmei rsm 
la formule générale 



dn . du - au ^ 



• •• 






dX|» ..., dx^ dpp ..., dp^ par leurs valeon tii4esdsalbrmttles(lS)» 
il vient : 



p du s (P„ Ml dX, -h ... + [P^ II) dX. 

-[X.,ii]dP,-...-[X..iildP.. 



« 



i< 



•i £• 1^. 



Si 6D mophoc «, dan» Mlto fontmlC) meonsivMUMit par X|, P| «t Z, 
es éerinat ^pM la «mOIcmbU dm 4^ H df, sont «■!• piiiitM «• 
fimtiUi «Mt ariuInirM, d'aprti la finnulei (iS)» et ea IcmmI 
cMBft* de h- r^lioa 

<lZ = P.rfX, + .» + P,<CX^ 
M bown pftfotttewnt Im rdatioM qa.'U «'aginait iTéUUir 
tX„XJ = Oi p;X,l = 0, [P„PJ = 0, 
lX„PJ = -p. lZ.Pa=-fP„ [X„P*1 = «, (i-^*j. 
il nMenit, pa«r flMUpUler cm relitMB», è Mlealar lei ernehels 

b.n fcxj, [p. M! 

e'Ml M qui M bit Ms aiaénwnt m ippliqiual 1« fanante g^atal* 
da Ibyar 

[K .1 .] + \ff, I»], .] + [». «], rj 

i Inti des fanctioas Z, X^ Pt. Oa Inuve aiati (*) 

... b.^ = >'->tit- 

106. lUtiproqtumemt, AaMt doiiném (a -1- 1) /bndiMii JMiMto 
. X» X„ ..., X. 4m vBrMIai :» ^ h* «f r^fimi fw ntetliM 

lZ,XJ = fl^ IX»XJ=:0, (i,i=i,9,...-X 

M ^m( tuupHin tfwetr, «t d'un* witfff msiûAra, n f èm et iê in 

P|> 'flt •••* Pa ^M M4«Mi «u^Hc^ faUet fiw Tvii aM 

«-P,«,-...-P.rfX. = ,(iî-ftrf*,-...-^rfjrJ. 

Kow «lIoM Miatar, i cit aObt, qva l« Su AiwliOM (V) «1 (W) 

CiCMhnnhi 



-"--^^J^ 



'-•--^v- 



ïXf^-< 






â 



^'^^ 



*ç^. 









S74 LGçosis Mm lbi Aotunoiis Aui ftÉnivin-Mimcua. 

mmi compatibles d panrefi! élr« résolves par rapport i P|» •.•9 P«. 
Je dis trabord qu^il y en a eertaioetiieiit 1» parmi elles qui sorool 
rSsoiublos par rapport à P|, •••, P«. S*il n'en Mmi pas aiw, toos les 
déCermittanls d*ordrs ii qu'on pourrait tirer do taUeaii 

I d\, JX. dX, tfX, t 
dX. ifX, JX. dX. 

I ■ 9 •••! •^..— f ■ f •••9 — —• 

seraient UeiOiquement Bub, ce qui est impossible si les fi IbnelieM 
X| » ...9 X. sont di«tiucles (| 97^. 

Il suffit donc de pr(Ni\-er que les valeurs de P^ ...i P. tirfes de 
ces n relations salinfont aux m autres. Posons 



àA 



aX: 



Il ^^ V n ^^' 

on aura entre les premiers membre» des équations A4 =5 0, B^ ss 
M rclalions linéaires distiodes 



(fc = t, 2, ...9 n), 

de sorte que 11 de ees équations sont des conséquences des 
Supposons, pour flxer les idées» que le déterminant 



= 0, 



n autres. 



I clX, 



--» 



•••f 



d.r/ 



•••f 



ilXj, 

.... i 
dX. i 
djr. 



soit diffèrent de 0; on pourra alort tirer des éi|uatioos ( tO) les valelMt 
de P|, ...I P. et les rclstioiis précédentes proui-ent que ees Taleurs 
qui annulent Dp •••» P. aunuleront aussi A|9 ...^ A«. La valeur de p 
sera founiie ensuite i»ar ré«|uatif>n (7). 






.• 



â7U LB^OMI MIR UBi AWATHMS àSJX MbUVflBi'pAKtlfUXt. 

t. 

«I de B oo eoQcliil que lo nouvem creclut #et Md 

Les deux crochets [F, H] et[ir', ir]4*«»#^» «'«aaidatti en niénia Unn » 
DO duifeoi diflSirer quê per an bcteor dèpendeot de le UmneiMmeliaii 
eettleuienl. Il e«l fiidle de calculer ce (hcteur, ce qui tomnâi eu mitam 
tempe une vérificatioii du tiiéeh>me. HemerquuDi peur ceh que ei êH 
a deux rouctiooe 

tMj <i,i a^, ...| fff sont dee fioncUoiu quelconque» de z, x^» p^ eu aura 

A ppliquons ceU« fomvld aux Amctioiu F, II, le« vm-mMc* inlennA* 
diairM 4taal id :', aj, pi; il vient 

Eu tenaat cuinpie de» rebtions qui ont i»i éUblivs Q lOC^ cntiv \tt 
foiM4iom s', xî, pi dus viriablc» r, »<, ^, il kkIo 

ir.Hj-^^ D(5',p;)'" pZir(:ï;>ô p'*'"^"^ 



Piir commuent. 



lP,nLvy = f[F,II],,^ 



108. Panai les Qousûquenees do la théorie pi*écédeuti^, R eeuvieul 
de eigualer dés i prâseot les solvanles : 
Les inlé^pvlcs de réquation liuêaire 



a\P. XL f- TBAMFDRll 






IX„F1 
M>t Z. Xp .... X., P., .... n... r 

en «it panmia k trouver n iaMgrale) 
P, F] = 0, CbroMiil arec Z on nyttà 
ItllM qae low lc« erocM» [X^, X«] 
••n le* aitIreB inlâgnlcfl par tles diO 
aplème d'^quatkat da pnoier degr 
Flw féndralenwnt. le ey i téie con 

IX.,FI=0V -.. 
admet les Sa + 1 — |i Intégnlea di 

donc, «t Mi MitiMiît n •!- 1 — |i fHf 
Z. X;i4.i» ...p X,, formmnt «we X,, 
/bnrfiaM (fUtJnclw M tntottUian, 
por dea <l^ibviitfarîaiw ef te rAaIi 

lOQ. Étant donmVs une équation • 

ai a» lemplaM i, r.„ ft V" ^i"* ^ 

X s ^(r', «:, ^^ », =s7i (s', a 
(■-, ft =: i, S 

■aliabbanl à la rdfllkm 

éX —pt rf». —I». rf«. as? (. 

Fàiaatioa f rofo ni t *c rteoga an u» 
•nirs ■ 




«7*1 Lngnx^ «cm lC* «QOATMM XVX UttUKttl» rANTOIUK*. 

H, eomiue lonto iniilli|JMM If, ■• ehaiitt» «« W nmHiiilMtté Jf^ 
toute inlMvmle «b l« pmnJAra «fMtioii m cbani* mi mm iaMgnlt 
«le la MooMie «4 invmnmiit; fttmt ial^rale cMiplél* de Tmm 
d'ellM rni «Udnira une inl^ffnle complMp de raotn. Td «K le mm 
qirU faut atUclier i h transAmmtion qui a i>t.t Mli|ilA«<te è ptuticon 

/-«* e^nttéfuti^met m «•rre»p0ninH dmtm le» ,letix rynafieiu; 
Mient.i>ii e«*f,*,. ....♦^_. |e« 8» - 1 inWKraU* dirtinctes, «uti»4 
que F, de r^ualion MnMn 

[F, ♦1 = 0: 

l« eanelMsIiques de IVquaUon (13) mnt fe|iKMiittoi Mr les 
M|uatiMM 

FsbO, ♦, = C, #..-, = 01...,; 

«pKt la IransformatMa, eefi équalion» dtfriHiiient 

F.mO. ♦; = «, ♦;...«€„... 

et eomme on avait IP, 4»,!^ = 0, on aura auwi |F„ ♦;] ,..^ « «, de 

«orie que eea nouveUen rplalion» donneiil In caniclèriiilbiiict de 
l'équation (14). ■ . 

Le» i^Mlions diffisiientlelln in earaelérirtiques étant 



£F" ai "ày^jr 

àlh J-^* ■*" *•* d: djr, ''• "^ 



«f; 



; — ♦ (»,*=l,2.. ..,»), 



• •• 



dF 
d|./' 



on en conclut que. si on fait une tra»»fi.nnalion .le eontart qui 
etianne * en F„ le .jnOènie pnMdent ne rtange en mm MntMU 



rfr» 



» «,fcs=l,2,.,.,n>. 



où F (», 4;,, p») ed remplacé par F, < V, ,;, p-y 

lyune m«,i*ro gt«u<«ie, tout.. lnin,r«r««li« de eantaet ehan^i 
un MMUane en involulion d« «. a.m,.l. "««Mt cMaff» 

de M cq.»lion« JuT.î.^r*"""*'^'**^ «««*•••»« 
ae M «q.«i»n*, toute ,«t«,mle du premier -yaiême ee ehanfre «• 



cnip. tt. — nu» 
•M IkUf nl« dg noui-cAu fytl 



Vmr iooaêt ne afflicalion 
In équtliuasaux A^rirâi» part 
dool Im fluacUrntiqiies font 
■pplif as A en ^ualimn la tn 
eondnil à de» éqaalîoiu da | 
«•lit des lijfaM de cuvrbore. < 
twas JnuHtanl d» ertie propfi 
eoaiplt(« coriipiMte il« «ptièn 
loppe de «i^ArM, il «il clair qi 
CQurirara. Laa avlret ^fimtioq 
NU ri^lioB eotre le* qoaln 
trieea as ehaqw peint d'âne » 

110. TnwstenutioDS a 

de cmlacl, il y • lieu lin tiooi 
le> fitodioiu X<t P» ne conlica 
pour àbriçtr, tratufimnatiu 
matiau de cette t*pieo ea 
vrlatmu eolre z, v„ ..., ae^ 3 
Ogurent que dtae la cotubiai 
arlntiaÎK. Siioat, ea eOet, 
Z — Aï — ^(jr„ ...,»« X„ 
va- Bjntfime de rdatioaa de i 
nrkbln «» X,. Lu ^aiUen 
dAemÏDer la tniai4flnBaUoa i 

AMBoit d'abord X, s 1» A a 

n tMad « «nU M* kMIm MlN I 
H «rinMattt «M 44MllM4aM«Mi 



SaO L^OHS lOK Ut« AoOXTMMf* ACX DtelVteB PJUITULU*. 

qvifloaJuH Adc«f«UtMMMCMileMBt plu* fu* Icf varUlM X» P«, 
'i> J*M À^ "•» >•■ Oa lnuv«tM doM pour X^, .... X., P,, ..., P^ 
Z — As dM buttioa» de a-;, j») sntUmcat •( b tnasTonution jAmI 
obteBve Km biea >M tmwTbnnftUon •■ x,]i. 

Om aètiMt aÏMi loule* In I m— fonu rt i n i w Je ttUm tiftm. S«pf 
•)■«, flncfl«t,(|uedaDi ridealHÂ(0) les fum^iiMis X.tPtiwcooUmnant 
pu t; lei Iwnaufes (7), (Sj et <0) «tcncpiunt 

dA la reblù» gûo^to [P,, X,-] = ^ on coBclut que ; ne dépend pas 
àcz étf par eoRS&|uenl, Z wra <le la forui« 

Z = ;: -h n .>, j,„, j... ,«, jij. 

nenpbçoiu Z par cette valeur daiu la ^luatiou ^' et <9/; il rÎMit 

4^.'=f- (*i' -» *•• ?i» "t P-)» 

5^ * = «^ (j.„ ..., x^, ^„ .... ji^ 

' « qui M petit noir lieu qne ai on A j^ s 0, 7^ s 0. la badiM p 

•e rMuit (lone à »n« coaslnnle A, dilTéivnte de tfm. «t Z Mt de la 
hrmn 

•£ = A; + Il (j„ .... x„ p , ji.i. 

Si on élimine p„ ...,p.eQtf«ln^iialioaa([uïiloniientX,|...,X.,Z, 
il cat clair qiu Z et s ne a^tuvrout dau let reUlions «bteouM qiw 
dans ta combinidson Z — A:. En rapprochant tous ces ràuUats du 
tbûuTt'nic génûral déoioutni au | lOû, on |ieut Aoac énoncer la pnifo* 
■ilion suiraute : 

51 •» a une iientHéde Un forme 

àl ^ P, <iX. - ... - P. ./X. = p W: - p. rfx, - p.rfj'^ 



tau*, n. — TumroMumn» bc cMn-Arr. S8I 

^ p tfml p«t$ nmi 9t ci ta f mti i mt X^ P^ n« rmftrmeiU paêtm, 
fvrteUt t, pm rHlmit à tuw tm u tmn l û A 0f Z m( <f« to firme 

Z S! At -*• n (»„ «., a-^ ft, ..., jij; 



(X»ÏO = «. (X»P.)=0, (P»XO = A, ^•«P^^O» 
{A< + O.ZJaO^ [As-l-0,PJ«s-AP«. 

On poat loql«an^ «m nitniadn b fiaéniilé, wi pp twer A s 1, 
«r«i« nviaat A nnpbMr Z pu AZ «t X| pv AV 8i 0B mnpiaet 
en MtM Z par e — («p w* «W Pi» •••tPaX •■ r*rri«it à Vémmti^ 

MiltBtt 

Jftanl ^MMJn S» •«- i ftmtHmt O, X(, P« 4m Sn «urtaHM 
<Ml<p«N(Im(« «n jik» «!•><( In éliéftntMtm Mitln fMj(«Hf f« 

(W> ilÛ + P, dX, 4- ... •»■ P. rfX. ss ^1 rfjr, ■»• •.. + p, 4x^ 
U» Su fm eU ti u Xm P| Mfi' inà^endtmXe» tttmuUt v^atUm 

III. Inwnwmealt nppo«»ai que Pon «MAtino n Hnellaw 
dnlincln X^» ...» X. dct variablM jCj, ftt Mlw qm loatai In 
paiMlliiM» (Xa XJ wient mOei. Lm «qaatfoait Un^ins 

(i7) [X..*I:=0, ..., PU#] = 

fcnnonl m tjttlnw eon^ilet'dfl » ^loatiai» iliiliDclM doalon eMuatt 
' 44à M iaUgwlM X,, .... X.; n «fMau «dmaUrâ Acmt um Min 
■ i n Hj i wl a qaï Motiaadn oéeMnlfaornl «. Ri mi pnad ra iwmtia 
■jilAaM 4e nufUOM IwUpeodaiiIca 

'» y*» •"» vm fc*i» "■» Viw 

•AV,nX„ -, V.K Xm y.4-H «^ fc«Hii iai liuetioMdeCj, A, 
fh riMM aiWUiliMBMa, malt de SipM A faner avw X,. », X, m 
■ p IlMe de a» f ia Hlii ae i W a rt n , W ^fllne w npla t prtpMcBtn 



•r 



'':.*r: 



•;jf<j 












r*L. 







ah— Ci àm un aouvtaq >prtAm> eomplgUtii te» rot Whif tu wtmit 
iail«paiidioU de <• Cai BouviUes étioUons devant Mlmcftiv 



!nCi^le« jfi, tr^, ..., y. ne coaliendionl pti de lemes eu -7-*» -«t 
. — • On tioum les retondre pur npporf i -• — -t •••» •- — ; antre» 

ment on en tirerait — *:? et le sv^lème il 7) n'admettrait |tta 

d*inlé|rrale contenant f » ee qui eet imposailile. Le» ^uatkms (17) 
!4eronl donc reniplaoéet par dea ëquationt de la forme 



1 — + A| V ==•» 



'••f 



-; — -»• A.-.- =sO, 



o& lea coefflrienti A ne conlieniieni pas x. Pour qu*un tel ^jrstèoie 
Mit jarobien, il budra que Ton ait 






àkt 



ày. 



•kk 



et, en poaant ^ ss t — Q, on aura Q par une qia Iralure. On peut 
donc oliténir pr une quadrature une fonction des variables 9^ JH 
vérifiant les n équations [z — Ut XJ == 0. Une fois O déterminé, les 
relations (H)' et (9V détermineront» et d*une seule (açon« les valeurs 
fie P,, ••., P». Le raisonnement est le mémo que celui qui a été fait 
plus haut (( 100). On cunclut de là la pnipa^ùtion suivante : 

XVétnl dénnéeê n fùnHinné âiêiineieê .V,« ...^ \, df$ 2n vnrjebfee 
•«';« Ptt Mmiififaisant aux rtlaii^m (X«, X|)=:0, on p«'Hl îcmjùmn 
Irower de9 foneîianê Q, P|, ..., P. de$ wêmei variaMet donmnU 
lien à Fidentité (15). 

Iji fcndian Q s'obiteiil per fiite quadrature et an m atsnlte 
Pp ..., P« eu réMivani un $if»tènie d'éfiuatiouê du premier deffré. 



113. On peut faire encore une autre hypolliêse. Supposons que 
l'on ail âii fcmctions Xp ...9 X.» Pp ..., P« des in variables Xjtf^ 
s.itisfaÎKanl aux relations 

(\,, \^ - 0, (p„ i\) = a (X,, p,) -= 0, (P„ X;> =s I , 



emir. H. — TMMfMouiW" ■« aima. va 



•(x„.^x.P, P0=* ■ 

«KaMdoit 

nh fc«ai<i«*««riJ.ii»in ■«■ ■ ■■■ mm . ir«trt»em«i frt«*. 

« p»n. *« U«ittr J» «-eu» ». «.. r-. n. *"«>^ "^ * 
rirkaliU 

«T i- n, <ï, + -. -m. 'i. = Pi '»> + ••• + '• '■'•= 

I. Mte» p. - B. ■«», 1»"»-«T«^ ■" î*"»^ """^ 
(X.,/) = 0. _, (X,0 = 0, 

P,=:B, + W.(X„-.,X^ 

* ta i*ii»t (P. PJ = a«»- «-«»• 

(H, + W„ D, + WO = jjj^ - ;jjj^ = •• 

^p,«,-gn,«. 

Bl M. JÙBiwIWi. ««I. * W = I W. iX, et « . nfcrtil» 

< (T - w) +y p. <ît "^pi '»' 



m P.!t.)=<>. (J^'.)"»- ('.•'■)=•• ('•»'«=*' 



tt4 u(OKS we% VKM tQUJtTiou AUX Dftuvtak fxntMua. 

eeê S* fbmt U at u êmU btdt'pendmHtei et il rxM» nme /étwffcN O 

riMiumt ««w, «Me Iw pr^eéitnUt, à tUentUé (19) 

dO ^. P, rfX, + ... •^ P. 4X. = p, rfj-, + ... + p, dr^ 
n«fn«rqiioM que h tbocUm Q nt dèlemia<!e, A ww «lartiato 
•ddUive pré», quand on dmikalt les tooctioBa X,-, P^ Ot peol doM 
regarjav uiM traniilbnnatvw en r, p eomma notUimBent définie 
quuid «I ooault k* an luiicUaM Xj, P* utMfiumit aas «Nidi- 
tions(1S). 

113. Lm tniurormatIi»ùeB«,|ijoti«uttc rataie rAkparnppori 
anx équations aux dûrivéui partidlc^ cù s n'eutm pai^ que les 
Iramfoniialions de contact (éoénl»* par rapport aux équations 
quelconques. Aiusi, «tant donmîes dtsix fonctÎMid quelconques F, ^ 
des variables «|, pt, dèufEDiNU par F', 4>' ee que deviennent ces 
fonctioas apria une transbroialion eu j-, p, 

xl = X„ K = P», 
les ronctioaa X^, P« salialaisaDt aux relations (18); on aura idenli- 
queiiUint 

(P, ♦■)-, = (F, ♦)., 
Toute équation du premier ordre, oii : ii*enlm pas, se change en une 
équation de mente forme ot in équatians différentielles des earact^- 
rûsliques donnent,aprés la transfoi'maUon» los é((iialiun4 dilTérentioIln 
des rarartéristiques de ta nouvelle équalîou. 

Ceci K'appliqus en particulier aux sjstùmes canoniques. Étant 
donné le sfitème d*équaticMU ditTérentieltes 

imaginons que Ton prenne un noureau svstAme de Sh Tarialdes 

!^i = Xrt p; = Pt. 

les ftinctions X|, P^ MUisbisanl aux relations (18), et soit II* ce que 
devient la fitoction II pur eettc sulntitutlon. Le systfeme (10) ext alors 
rrutplaoé par on si-stème de m^iai> {ttno9 

dt àpi dt d'JTt ^ * * * r 



CHAP. XI. — TauwroBHinoxs im owtjut. XS 

Cs tMorim «dit oonna de Bonr (>) et ds Aabi ^ qaî «■ a bH 
dlmporUnlM iffiUcktioiu A la lUarà dM pMtutlntioBa. D «e préMBi* 
id eomina nae conaéquom te propriéUi <nwrariiiias 4m »jtttm» 
de» ancUristiqiia, rriptivcBMnt i nte tmulbniaUMi de etalad. 

0% tem dft nâne que ai m ooniuU m iaUgralea f^, .. ., /^ ..., f, 
da ayalftme eompleC 

Cmaut BB ijaUme en immlMlioa, ïea aolfta inlép^lM d" cw aj aUw t 
l'abticDdfiHit par a» quadrature ti des opéralkm alfôbriqiNS. 

114. TraaaflHrauitlena homoKdaM. — Si daaa TidealiU (iît) 
hfiNKtioaOMrJdiiîtint)eooiiatuila,«cUeideiiliUpmid la lonoa 

P| dX, 4- ... + P. (tX. X ]>, dx, + ..i + J». dx.» 

•t laa dernière» des rdatknw (16) dowwnt 

lea roncticHis X, aoot dose «les Imdîoiw beoiogfiws de d>][vi d les 
Pi' dea fonctïoas hooM^'âiies de dtgrè 1 det tariablespf. La y ffapasiliiw 
dv S 110 peut alnn •'baanoKt «iasi : 

SI Sn /imcl JoM Xm P* tlu 3» votuiUm x„ >a aalb^ « rUnattf 
W P, dX, + ... + P, dX. =|i, d*. + .« + il. rf*„ 
CM Sa fmelionn sont bidtFjMNdantes,X|M( tm«/iNMtimJiMjii«fte* 
Je.d^gfà ef P« «m» fmctfon homê g in* it àtgré l dm 9 m rUUmp,t . 

W0ti.3y = O, (X;,P,) = 0, <P„P^ = 0, (P«X^sil, 
(f,fc s 1,8, .„,»). 

L'identilâ (âO) peut eneoce «'«crirt 

rfï-.P,dX,--.-P.dX.=:rf5-ji,rfxi-. |...rfaw 



f^:^ 






^*^^ 



5". 






52^ 






VtÊi u:çii>Kft nuii UBft AocATiO!i« AUX oùuvÉïQS rJUiriiiixef. 

M iMftQl Z S ;. Lt Ihéorètte pràcédeftt né iiàwà alon dtt tirftrtii w 
fteikal du g 1U5 en tapposanl que daaf riAmlîlé préiiiiJtBk X|Ct Pt 
ne amtiMUMiii pM Xr La Inia^foniMitMNi de cMlact 

«' ^ Zy X4 ss X;, y» = P» 

diaiige uo«» Ibnelian lioiiios(èiie de degié 9 dei variables pi en une 
ruoction huiiMii^êne de d«|frà i/ den variabltn» pi. Noos rappeilemoa* 
|MNir alirêgeTy irun$formuiWH komfiktiê. 



(k =2 1,2, ..., n). 



remenC, iftenC doHné$% n fùtuliont dhiincîn X|, ••., X. 
dtn tariableê x^, ji^ homogènf et de degré par rapport mmx p( 
ei ÊatiêfaiêmU aux r^atwnê (X^, XJ = 0, en pemi t^mjourt irowttr. 
ei d'une eeule matUère, n feneiion$ P^ ...« P«d<ff mêmet eanMee, 
iellee fiie Ton ait TidenlM 

P, dX, 4- ... + P^ dX. = />, dX| 4- ... •♦• p, dx.. 
Ou aura, en effet, pour dêlermincr Pp •.., P«, les Vn tkiualîuua 

,V=H.2i*...*P.*-&-ft=0, 

Il — !• ^^^ X. P ^^---n 

dont les prein!en« membres vérifient le» n relalions linéairsa 

2 (•»• 'v - ^ ï^) =2 '. ('ï» "» -2 '. iil = 0' 

\/i := I» S, •••, uy% 

Les fimctiuns Xp ..., X« ^tanl dibtinctes, on pourra Un^ours nêsondre n 
de ces équations par rapport à P|, ..., P. et les valeurs aintii éblenues 
satisfont aux n dernière. (Voir ) ItMl.) 

£(one dQtinéeê 3n foncîionê X^, P^ des tartaUen x^^p^ taCîi/iiisnnl 
aux relaîioéiê 

(X;, X,) = 0, (X,, p;; ^ 0, (P,, P,) = 0, (P„ X.) =r l, 

(1, 1=1,2, ..., n), 

Xi étant wie faavtion homogène de degré et P^ une fondion 
homogène de degré I des variablen p^, on a identiquement 

P, dX| + .. > P. dX. î= Pi dx, h ... 4- p. dx^. 



j 



'■ Iv 



eiur. u. — ntiKti-OHiiATiorf» u 

Od Jdm a aH re n «Tibord, tomwm an | il3, • 
mal ikOmeim. Fw nile, oa powm traam 
hamngèiiM d de degré 1 par npport wapt, 

. LadiBinDMPi — U, t'en use iBU;frale da i 

(X,./) = 0. «.. (X„/ 

«( eanuw eette ûiUsnle «it hw n egèiie et 
^Ibntainit aiille, fanqa'cltc me peot Mre am 

1 15. De loola tmuCiinaatiM henogèae 1 9 
en peut dédaira ane tniHlûnnalîaa de cen 
wrieblee >, c„ ptr SMppueon, es eAt,^'a 
bnw 
(33) Q, rfV, + ™ + Om-i rfV.*, =5 î, rf) 

PNOM 

l ir,+, =:«, yi=:«i> .... 
[__2î_„^ ^=1 

\ 4*4-1 f*+i 

3^ Xt, Pt, f eeront din fiMKtiuiis det leulei 



(SI) dZ-P,rfX,-...-P.JX.=?(if»- 

On auredoiwbienntietntnliinuliiNideeM 

z» ;e» Pt. lavenementf'de ridenlilé (Si) oa 

tiU (Û) perh tfaaelunnatiM (Sn>. Donc, 

■le A 9m + 1 rariaUeii ((, Xj, | 

itienboaHsteesteénleàSa -t-3nriebl' 



F el # étant dem fbnclioiis fwIcoMpKs ik y^t •••t lU^it fit •••• 4«4>m 
Si F ^ » »oal df IbttcUont Iwmogèaw <to Jegii Je> fi et gi •• pott 

-— • — — F%9 •••9 "T— — "— Pm$ 

FH ^ devitnoent des fanctioiis de r, âp;» js^ et oft vérité imnédiap 
lement que Ton a 

(F, ♦v. « - r- P"» ♦!•»• 

I\Nir ^ue Im 9ft 4- 1 fitadioiM Q|, ...» Q.44* Y,, ..., Tm>i «h* 
variaUca y» ft YériU«all'iil«ititt (SS), il flu|t«t U tuflU, m vfeal d* 
le voir, que l'ou ait Ice reUitiam 



11 



à\\ 



••• 






••• 



f.-1-i 



=Q» 



(V«Y*)^, = (^ (Y»Q»)^,s:0^ (Q.»(U*»«» («b^Ot,»*. 

(», Jk s 1, i, .... « + 1). 

Si on effectue la transferinatioa (O^ ridentUé {93) doue rideatiii 
{*if)y Z» X|, ..., Xm l\t ••.» P.f P désignant deà fcnctiuQf don 
S H 4- 1 vurialilee ?» x,, j>«. Lee rdationii (Yj, Y«]^ :»0 foiinilMeut 
Itti nouvelles relations 

tZ,XJ = 0, [X;,X,]=0; 

Toyoua 00 que deviennent lea aulrea. La relation (Q^4.it Y«4.i\y =s i, 
|iar oxcmplei peut a*écrire 



(f • "-Ar '• 



iay. 



i(p.Zl=r|, 



p àx f 

On déduira de inéme des aulrea relations qui ont Une entra ka Qi» V| 
les équations nouvelles 

[p,.zi = ,p,. |p.,p.i:=o, (i, * = I, a, .. , »). 










Clur. 11. — TlUXHOlUUTlOyB IK COKIàUI, S8V 

Vom M coadal la lUofiuw MiKaMt q«i wi ii|IM < h p w|w i l if 

IWr fus 3m + 9 fmttitm Z, X|» .... X,, f„ •"» I*» P <'<* 

S» •!• 1 wmriaUe» ;, jr, «ai J*if 'W Pm g* ^"! UeMt i fm m t M 

la i«I«li»M 

«-P.<X.-...-P,«. = ,(,ls-ii,<*,^ ,.<*J, 

M/bHfctttatt/linfiwrtfnatf . 

tl'.P,l = 0, |P„5;.) = IN (X„X.]=», (P.XJ-p, 
^l!£„21=0, (P„2]=,P. ,S^ 



fc5y + (!^=<>. U."'J+f^*=ï«. (f.ïl + »';-?'=0. 



Ua noMiuU iTùlloart ainjamt, «a appliqaaal h fùcB«l« yMnb 
[a, «1 a.] + [(., »),.] + [K aj, .] 

= Vi f'' "' "^ rfi '•» '^ "*• *ï '•*• "^ 

ijin lei éqiwUoM 4e la dmiiâi« HgiM M>1 4m «aiM&irMiHM du 
pmnière». 

116. AppUestiOM 4e la th4*ito préoMnte. — Après cefi* 
étude sotumaire An proprictcs fomlaDtenUle» dM tnasIbnMtiMiii do . 
«mtact, iKHU allooa apptiquar les rétultatt oUeoui i te (béorie 4cc 
éfutiiHU i>as 4i3rirée« partiellai du premier oc4ra. 

U rnabode d'iaUyntiM 4e Jacobi ■• Àidirit iaaddialenMl 4e et 
q«i pr&âde, ddUnuite 4e loulee ne mbktiuH. 811 ^igM, e» 
)rfM, 4'hit^rnr ré|iMtioa da premier entre - 

(K) Z = ff., 

•l ei en a oblenu n ioneliuiu X„ ..., S, Anwaiit avec Z ■■ efriême 

** ■ -^ ■* ''-^r*''-i* fl''""*MT*— —'■-''■'—* ■"■ —i»*»— 

M a n ^W powtiît lran«r ■ bdetioM P,, ..., P« ésanuit tie« A 
•s.l(rM, « 



SW UtfOIIS «011 iM CCUATMNU AOX MbUVÛCt MsnCtXB. 
riliMtilé 



f n'iétaol pai mL Lm « 4-.1 éqwtioM 



(26) 



Z ;s «n» X| ss «19 



•••» 



où (fft, ...» «« ioal des euitlaatet «Mlnim, «tnlnettl 4iiM h 

rehlioa 



Ktt) 



éz —il, rf*| — ... — ji, 4*, 



•t, par coiMiIqaMil» bttniiMMt mm jmU^mI* ww j i l i l t êm Pé^aft* 
tkm (JB). On peut d*«nimu« drtettir ««w la utèiae bnliU riirtéfnk 
géaénle. En «Srt, le «jsttme dea équatiom (S) et (S7) peat Miv 
tvniilâoé per le systiine de* deux ^«atiom 

(38) P, rfX( 4 ... •!• P. <l X. s 0, 

dont oa ebUent la wriattoa giaéialé pur la aiéUioda ^ a 4^ Mni 
biea de* foie. Oa Mlufait à la rdatioa (S) de pluaieaia bmuûIvm: 

1* En poaant X, ss «,, ..., X, s: a., ce qui doane uae InUynle 
complote. 

3* En établinant entie X„ .... X„ k relatiun* dÎMlindce 

<«) ♦r'»». •". *k = «. 

el «n écrivant qne Ton a idcnUi|nenieat 

P, dX, + ... + P,dX.aaX, à^(^ + ... -»• >«44^ 



c*est4 

<00) P, == V 



<»X, 



• •• 






L*éliniiiution de Xp ..., A4 enlfv (os 11 4- li «•- 1 jqoaUoiM (9k)» (SI) 
et (30) eoiuluit è n + i rehUons entm r. «^ ji»; c*mI riiifd^nilt 



y On salUf«il eDcore ft r^|iiatiou («) en |iraiaQl 
CM) P,^0, .... p^«o. 



OUF. SI. - 

LIaUffnJ* d4Aaie par 
t t mg ti Kè rt, tm «Al* | 
MInaridaliiiMaa 

il n 
n 

d«ir d'dUcvn que etUi 
I«4quliawqulhd4l 

UT. CepnieicUe'O 
(teltiâqnlioiH 

Mrt 4qidfilaBl« an é 

'.< 

«loiipnttnilirMM 
fnmà 

X. 

a., .«, «, «ai4 ta 
.«unpM». Si sa prend 



rtaUgnle aljMi oUcBM 
Serai a SI). (>••,<■• 
rUnlM 



--^--^*«^:^ 



^kV:1:: 






Mtiirrtfii rAftnnxn. 






-;^' 









'.^;» SCS. 









^ r ' 



»• 



"i •:*■=. 









V^o 



^S^V?::»^^' 









^z 


-»». 


37 


-P.-. 


^X._, 


àz 


àt 


àZ 
Oxi 


-P. 




- P. -1 




àpr 


-P. 




-P-i 




00 cooora 


1 


• 


• 










•■w ••• •• 










"^ ••• ^* 



=^ 



:- — ? *».»• (fc= 1. % •••» »•>, 



= 0, 



On a un tysièroo de Sn éqaalions linéaires à m — 1 indètermbidei 
P|* •••> P« - f^ 1^1* qva ce système soit compatible» H but donc q«e 
tous las détenainaots d*onire «n oonlemis dans le tabloan redangnlaivt 



M 
clxg 



•••1 



j»Z 



dX.., 



rfX. 



-I 



•••1 



soient nuls pour tous les êlémeiiU de l*inlëgnile considêrie. 

1 IS. D*une manière génci-ale, b connaissance d*une transfermaiisa 
de contact 

. s'=Z, jr; = X;. pl = P, 

permet de former une infinité de systèmes en invoiation dont on 
peut écrira immédiatement une intégrale complète. En efety nous 
savons que les équations 

Z = <f., K — ^tf (i = 1, 2, .... n), 

où <i«, Ap ...y a^ sont des constantes ai-bitraires, ont pour conséquence 
la relation 

dz — pj rf jrj— ... — p. djr. = 

et, par suite, représentent toujoiint une multiplicité II.. IHu" eonaé» 



f ■ ■-■*—' 



tatJLf. n. — TRiMnmiUTioK* m: Coktact: 9nj ~ 

font, let équatioiM prâoâdeaUi fcamiiiwiit uae ùl^gnle oompMe 
01 fljsttnM 

pourra ipie Fm «U 

♦, («» •.. .-.» «.) = 0» ..., 4» («,. •,, .... O = rt. 
M qal iaiiw bien nilMÎsfa' » — & -t- 1 eoiufainlni uUtnir». 

Dm rcfouqueii de cette aatim mknt d^ M Aiita par £idflr «l 
Lijinag» m m^ de enimne* àtast» d'cqnaUoiw diffémiliellffl, 
uiâloffBM à réfntim de CUiniilt, que Toa pcat inté|prer par dt» 
dJCR^rentûtioBt. Cw ëqnalinu wat prM«Anenl cellee qne l'on 
«blieBt •■ peitaat d'une InmfiinnaUoa de contact eamme daa^ le 
pUn. Borao M ■ O Mj pour Oior Im idées, as en de tnm nriabW et \ 
■oient Z. X, T tnfa faneliona dutinctee de r* x, y donnent lien i 
rideatitd 

dZ — Pd X — Q <f T == f (rf: — ;■ (f X — f «fy); 
eoit. d*anbc part, 

■ne éfoetiott du praïuier ordre. loUgrer cette éqnatioSf eeb mrieot 
A e if f iner ar, y, s, ^ f en fonction de deux nrâUes ÙKVpendanlM 
de Ua» ùfom que Ton ait h idatioa (:^ et la nlatien 
(33) ds — fdm — q4ifssii. 

De réqnation <3S) en tir» 

JUs^rfX-t-^JdY+^lrfZBO, 

et le spUnw Ç12) «I (3U) peol «ve remplacé pv l« tuivut : 
/ (38) 0=^(3CÏ,2) = 0, 



•Sti IXÇOKS Mm LD <QU*TfOM AUI B^MTCia MimOiXI. 

Oa «lûbK à en ^ualinw d* ptwtMn maalèm : 

oaplèto; 
S* En «tablÎMBt entra X «t T «M ntaUoa ^ fenMMbKnMn 

qui, jointe k rë<|U>lioii (34), donne 



«fee la relalMM U 
3* En prônant 



0, on * rikUnnU géttAïk; 



Jx" 



4»Z" 



.^Y 



•JZ 



K eca Irola équatkna innl eompatiUaa, «)lef d 
aiagnUfera. 

L'éqnation <3S) a*inl(>{rr« dme par dea AIKtvatialIaH et dra 
éUminaliona. llaia on ne doit point conaiiMcr let ^uatlasa de cette 
Arme oomme bnnant une datw particulière. Au contraira, H r^nuUa 
de ce qui préofede qa'ùlaut donnée une équation quetomt/jm* du 
premier ordre Z ^ 0, on peut toujoura trouver deux aulroa fondlon* 
X et Y dëlerminant avee eelîe-ci une translbrmation de contact. Toute 
la dînieulté du problème cumûMe pr^ÎH^ment k lrou\-er cea deux 
FoncUons X et Y, taodU que, ai l't^ualioa cat de la Tonne ^), In 
question eat inunédiatemenl rûaolue. 

Quelque* expliealiona gtViroélrique* fiint bien comprendre la nainn 
de ci> procédé d'inl^ratioii. Imaginona que len foodiona X» Y, Z 
•oient dL-duilea d'unr Mille relation 

(3S) '^(x,tf.r,X,Y,Z;=:0. 

h laquelle il faudra joindre ^ iOS} In équaliona 



CM) 









ConiidéroDi pwir un moment X, V, Z coin me dea paramMraa, », y, t 
eomme de^ onordonnéo cuunnie*. On a aînm une aurfkee Z dépendant 



cur. II. — TRMwPBinrwiow m o 
Jt boitpmmUfM doolMi pratdbpoMr ds fi 
ww MiCiM daan4iS flB «■ poiot ^né (x, y, 
4« piMtikr onb«. Lm nlmn da ptnmUra X^ 
■MatdétonaiaAM pirlMéi{iiiUon(3SÎ)at(98). 
î lér i iéM pkrikllM d« pnBiàr ordn itU» tp» 

02) /(X.T,Z) = 

^T"— doue h ptnpriélé sainsla det loiCMai 
omidèrp ime de en suiikei S H h mrfiMB Z l« 
aw point*, b» Inâ pmmMMS dont d^pnd «alb 
ihrelHliaB(3S).0r,a«tdur que l'on « dea : 
& eelta conditioa : 1" en preoant les «irfaea» : 
bpqucllM 1er tiw panxnttm vérifiant rèqutioa I 
i réqutioB (33) ane «ofn reUfioa ediUnin f 4 
pranaai reovdoppe 4b h «aite •Impleuent i^ali 
WpuaiiMifCi «itialiiét* endanx nbtioos; 9 
loppe de baies )ei larflMM Z doat 1m puamètre» f 
h nUioa (3^ Oa fetmnç aÎM Ut trait ctfa 
rinUfnle eonpWe, rut^nle |tednk et ri«lé| 
Ob «uait ww faltijrftttïM «Mlagaè d U 



♦ = <X-xy + (T-y)» + CE-s 



ï=y 



Iji mbCmb Z ett ano jpUn de lajsn n ajaat pot 
wmdiMeBt X, T, Z. Toale équlion de la Coma 

5£ , y "< , + . 

p+? ^'1 +>*+«* I 

e la «fUia de i«imi II teagenl 
caVfaa à la eiirCMe iaUpalt 8 a ton eeaircjar «■ 
LlBUpale floatpMa te OMiiHaen d'âne a^èn 



i'-m 



rovacaln M poUqwlMDqMdaf»'; riAl%nbr*><inlei'<ihlîaidni 
M ptwBaat r<« T eb | if c ife h «phèi» d« npv R dort le centra dteril 
■H^ ftMirite ^MtamqiM Je Ik sMÙcn S* KRliii,nBSunpnariiila'<gfyfi 
■ittguli^-rt II MifKO panlMe it S' dMmw m pwtaat aur 1m 
nanmlett à S" mic Imguair égale à R. 

IteiiARQt-e. — La néthoda J^iObrgnÊiam (wûsêdmle <1« réfwMiM * 
Z =s «.•vint an AimI i détemuafr MM InMCgroMliM de eoalad 

»'=2. «; = x« K = iv, (i,t = i,j,....ii). 

qui nmèw ectte éqmlioB i la (orme s* = 0. Si on a deoz éqnsUoBa 
F = Of F, = 0, i an même noeibic de nrâhica, puiaq«*«i pe«t In 
nnener lootM ks dcvx à la forme :' s= 0, il >iiU de là ^'«a pcal 
loiiyaun pat-er d« Faiie i fantre par ane lraii*ir«wiiMlÎM dn cottUeL 
Donc, une ^tjmatiùn aux Méritât* jmriMita du p/vunrr antra m*« 
}Mu <f iHCo/iaii/, irbiHretNeitf lit ^reNjw iIm (raHc/wnH'ittaiu rfa 
canfud. 

De mime, étant dooDKS dtws rrtttfMs an înmlMtiuii de m A|iia(intM 
i nn infrnic nrauhre de nriiMca, M prut tmijuury jxvtMr dn Tiin A 
l'autre par ude traiMToraiatMa de ennlad. 

119. Il aoas mia i MûOlrar la lUiMn iallnie qui existe entre la 
in£lbo>lc «le ta variatioB Jea coaalantei cl la IhéMie des trawfivauitionh 
do contact. tHonsidénuis an vystème de (m + 1) «quatinni ilirlinclea 
)hi premier ordre 

(:)7)F(5,»„ft)=ïO, K.(t.x„ri> = 0, ..., F^(:,jr.^p,) = 0, 
adnwlUnt une int<'),'rale compIMe reprdwnl^ par h rdalian ealra 
Si -r,, ..., at,, d<'pen.Unt do n — m rantlaiilM arintnircs, 

\ U <î. «„ .-■. '., «-+ «J = 0. 

On a<k'Jâ ranunluétf 07) qu'on pouvait introdnin>dan4l«a;slAme(3r 
w -^ 1 ronrtanlca arbilrairet oouvcllet. SuppoMnt, pour Sur les 
WAc*, qiie t« équations (37) eontiennant s, n qui m r«li«tat 
dvidenmcnt pe« la véoéralitè; nAuii pown>ni ménw •uppo<«r (| U) 
qiie e "S éqtiotioiw pui^<>«Bt «tre ivwliips par ra^ipnrt 1 r, ft, .... p^ 



aup. XI. — nu^mmiuTiotis m; coKfAcr. SUT 

tr.4.1, ..., »^ Gi on obinge ilnra t 9Ht + a + a^r^ + ^ + m.sr„ 
a^4.i en x,4.t •*■ «.+1, ■■•f c. en s. -t- «,, on iatrodait en» te 
■TsUina (37) HM qiM dam rinUpite nnpM« Ç)8) w + 1 cooibmlM 
arbilnûm «, o^, ».» ^^ Now pomm» donc mmplater te ryxUwe^) 
piraaMNwaMitjBt^nwfloateiHDt^ -t- i eotulanln 

(39) F(s,«„j^,o, «p...,O = 0» y|=«.* -, F. = 0, 

et ii*^Ti1t^f ma» inlégnte compWe défiDÎe par h rektiona 

m r.(s.«. r„«,«.,...,«o=<^ .... /i=o: 

te fyaliwa (3^ a*<laBt pas an fiwd pin gteCnl qm te ajittiM ^7), 
, c'est aor m daniter système que noos nàsouMnns. Vtprta te 
maaièn néne doot nous anos Mgna tes éqnatiom (39)» oa petit 
réso u dre ces éfaslùnti par rapport à «, «„ .., «.; aoteat 

(il) « = ;(«,«„ a), o,^î,(î,«ttin), .... «^.«^.(r.XoJ^) 

tes Tatettn ainsi oMennea. Le sjstènie (^ peut eMora s'écrin 

(30/ f =: ConsL, fi = Gonst , ^ = CousL 

Seit P te mtdHfàiàU ponctadte i^résalée par tes équatioM (49)^ 
la mnlliplidlé H, eenviqioadaiila s'obtiendra eemBW il sut : Oausd 
on se d^tees sur P, les eoonkwiées x, x^f »., x. sont Béas par tes 
aeake rditbn (40); par eooaéqant, h rdttioa 

(43) *z~p,d», P.''.»0 

def n ttn «m eonséqaeoee des ntetianx df^ = 0, ..., df^ = 0. Il 
liiadra dnae qM Toa ait 

dz — ^>«. — ». - r. 4^ K >, rf/; + ... + 1. rf£, . 



W 5 Vf tr 

p,=!i.îa + „ + >.J2. p = i,s,„,»). 

hm{n*\ +1t) éii«liMMi (40) .1 (41) pcnneUivt fnpnncr ff, «,, 



^"ht^ 









t"!*. >• 




■>!C 




w 



Z'S' 



SB8 LcçDNt nm us touAnoM aox nCmvtei ^Aimtun. 

itiitemi dûoe là OMdtipUcité M» cormpMdaafa i P. Plur hypoilièw» 
rillMiiitlkNi im «a^iy •..» «s, )L|, ..., >A Cfilrt tas <qMlîoiit (40) 
d (43) eooddtt tu ttlatioat (39) imIaMot Cela fwiftot a dirt qM 
eat ëqnatioM (10) et (43) peitimt £lra rttciluet par rapport i ^ «p 
...« «,, Xp ••., Xi« lea râleurs de jr, a^ •••» «r« étant données f rkhé» 
vent par les rrbiions (41). Soient 

«•4.1 ^= r«* " (• • *i» P*)» •••> •• ^ *• (*» *'• IVX 

les râleurs obtenues pour ««^.i, ...» ««. Introduisons ti filetions 
nourelles frg, •••, fr«, délinies par les équations 



(**) 



àU 



àU 



i(^j«**-*^^)*' + ^5Ï-»--*^iî-*- 



k 



(jss1,9,...,n). 






* - - 






tr*-^; -^ 



:?r- 




'^ 






i)^^^ 



:%: \' 









X ... 









L»"^ 






i*. 






Des équations (40) et (43) qui définissent les fonctions a^ on tire» an 
différentiant et Ibnnant Teipression X^ tf f| «l> — •§- >* tf /^ 

(X, -J + ... -f. >. jj*) (rf« - fc, tfn, - ... - fc. dO 



En posant 



(«) p(^.ji*-...-*->^i9 



+>^ 



dz 



••• 






«n atira 



(48) 4« — è, tf«, — ...<» 6.<la,ssp (tf; — ji, Am^ — ... — j^ifaO* 

• 

Nous fsirottfons done Téquation tbndamentalo daa tinnsfiMnnatisns 
de contact. Comme p n*est pa« nul, on roit d'abord qno les ibnctions 
a^ a^ ..., n«, k|^ ...i h^ sont iudâpendaniss et, par snils» on pourra 
exprimer S| «i» Pa en fonction de n, n^, &«. Nous vofpns en outre que 
les équations (30/ forment un système en involution et le calcul 
précédent nous donne d'autres fonctions m^-^u •-# «» formant arec 
celui-là un nouveau sysILiae en involution de » -4- 1 équations. Il 
conduit donc au but que Ton sa propose d*obtenip quand on applique 
la méthode de Jaoobi et Maver. 



GHAP. XI. — TIUMSnMIlUlO!» OC COHTACr. SBV 

B»ufiiiii»wr*oJeJafleU<iii*llK>d».L>«yittae<UiéqMU«MC3g) 
«I (M) peut Mn nmplwé pw !• ivritaM «qainlart 



m 



( «sCmiL, «, sCoiMt., ...» «.asCn 
( ^♦i «t«.*i + ™ + », rf», î= 0. 



On lalitlàit A la demMre équation en prenant 

l^+i =; CoosL. «.t «a = Conal., 

ce q«i io— ■ Tiat^nle eompUte, oa m pnout 

K.^..t=0, «^ >. = 0^ 

ce qui doBBC rinUsnle nnsulièfe. Poar «nir Hnlipile gMnk, 
«aMiMNM «aln «.«i, ...» i^, 1 rdatisna dùtiMlci 

w • 



unqoallM il bain ^jMtcrlM nhtiMH 

( 



i*!_^ .uL.._f*_ + »„,^,=(H 



Vu «iiaUiiu (W/,- (18), (<») W|>>ieile[it rtaUiirala («««nie. 
I3Im 4owMiit blM % + 1 nhliou estav c, ^,^11, eoanw kt 
feadkiia •, «» ^ Mot diàUndet, eii nlitloM pvoMttnal, m léoAil, 
d*«iprimcr s, Ci, ft an fmetioii de « -I- 1 iariiU« IndépiodanlM, 
û Um JbBdjow <i n'ont pu éfi prÙN dTnan E^oa pnrilenUin. 

U tUiria géninla dan nnlUpIkiUn auncUriMiintn, «nn aoan 
«NOiélablindisidanianl.MdUnlIiUamdaiidnlIllairieidatfa. 
Appebn mnlUplieiU emUciriiqiia la BnlIifUeilé i m -k 1 dimt» 
daaa dédnle'pir Ir. éqnalioaa 

m •.=<?•. •••. «.=0», ^• = C», ... rî^ = C-. 



5?j >t»; 



rT^ 



>^ir 



-.=r^:^. 



^p^.- 



'"^^^ 



:m 


















^. i 



'î*-" 









P*i. 






PÂr> 



x-if-: 



3W LC190H8 tni LBI AQUATIOM aux BtalVÉn ^AATiaUBt. 



un flamant onnlMt Immi eau dt h noIUplieil^ aur»cl6ritliq«e 

de cet élénifeiil. ISmr déOnir k mompUdté cvMUrii^^ 

des équaiioM (3ffy cHes-méncfi, 3 Mflit de vemaniiier que «|, ••., ««» 

^^±!, •••, _*. goBt les intégimlee du ejetèmc onmpict d 94) 

Tous les élémeiits de It soIqUoh singnlièro 

annulent f<His les déterminants d^ordre m 4* 1 ronlemm dans le 
tableau ractangulaire <| 117) 



dm 



•••• 



àm 






• ••< 



1 < 



iiea dea vnria- 



Or, si M désigne far y^ ..., y.^i» m -hi queteDaqi 
Mes ;, X;t p^y on a, d'une manière générale, 

D(F,...,FJ _ h (F, ...^ r,) D(fl,€>, ..m O. 
1> (yi» -M »•♦!) D (a, .... ««) D (îfi, ...» y«4..)* 

par eooséquent, tous les déterminants d*ordre m -l* 1 contenus 
le tabloau reetangiihire 



dX| 



àF 
àp. 






•••, 



àp. 



aerast nuls en même temps que lea précédents. Il est doue prauf^, 
d*uM manière générale, que lea solutions que Ton est eonduil à 
appeler tingHlikret en généralisant la méthode de la variatia» dcn 
constantes satisfont bi«*n ani équations que Ton e4 ennduil^ d'un 



aur. XI. — nuxmaïunoM me eomiàer. aoi 

nli« oùu, ft prcndn |iour jMûitinn dn InlégnlM liBgiilJèfw m 
(iajnlaul U HKlIInla d« Cuoh; (I n). 

190. Lw rfsalUli préctSdenU pcmuttat d« Iteiudra SB* quMtîwa 
qM mnm arao* luaaée de oôU, le peinge d'âne inlégnie oonpiète & 
uae aalre. Bonioii»4iou«, pour fixer lei idêa, aa-ot d'âne aeule 
dqnalîoB et ivpfoeiiiu qve la OMUIanle s ait été inltvdwte ea diaa- 
(eaat c ea » + a. La foriDUle (46) devieat 

rf« — ft|d#i — ... — t. daassrfs— f, rf.r|— ...— Jl.djT.; 
poor «ne aaln iulégnle complitef en «m de ai^ine 

d*~hdi, $.<■<•• <l« — J>i <*i /.<.<if 

•l,rariidla, 

QXÏi k, lia, H- ... 4.K'«. = ^d«f + — + k<(aa> 

{lowMVeiHeonuniinloaoiitiefitlaHlatioasdiiënilcderdqutioKdKI)^ 

faaWnnii» emre «, ««e„ .~,««t — 1 wlalliMadlillMUa 

i «1 "■ fiOki —• «« «1» •••. «Ji 

w 

( a.-i = fi-i (iB .... iSi «1, ..-t «J. 
Ka aaMilml laa difiraaliellee 4a,, .., dai -■ daaa ridnUUi ($0), 
■ riaat 

laa «inalioM ^) al (^ liiiilMa dmMia daa idnUaU da h toH 
ai •« fi («i. •-. «« j"» "^ j")" 



•"»•♦»{-•-"-{;•-?:):- 



'Vt;,.-r*^ 






-». v-'--1 



r^'îl 



r*.f^. 



rf?^^. 



i^ 



if-J 



ji-*\.r: 



"i^^-^îfc 



,Ztrr..i; 



ai: 



■;.» !*• 



IlMidfé Al d4MM de là «M kt dUMiMtet dMttt 41i^^ 
•Mm«M «a ëlablMaai mue oo piMieurt reblioss «Ur» «i, ...y i^ 
ne eonl plus dbtinctee quand on pert de b nou%'ene inlégnJe complète. 
Eki eflet« rf en-fegarde «|, •••i ^« eomine les eoordonnées d*un point 
dans VmpicB à n dimenaiont, la tranafonnatkm préeédenle remal à 
vne InuudbmMition de contact Or, ai Ton a dans reapace à n dimen^^ 
aioiie une mulUpUcilé ll.^i déduite d'une mnltiplicité pôndadle 
repiiêaentée par r rdationa entie a^^ •••, ««, aprâa la tranaibnnaiMNiy 
la mnltiplictté ponctuelle corret pondante aéra, en général, repriaenlée 
par une seule relation entre a,, ...» ci., ai la transfarmation n*eai pas 
choisie d*une bçon particulière. On voit donc qu^une dassiflcation 
des intégrales, baaée aur le nombre des relationa établiea entra 0|, 
..., a«« serait illusoire; celte distinction tient au cliuii de rinlégrale 
complète» iiuiis n*a rien d'essentiel pour Téquation aux dèriréea 
partielles elle-même. 



Pi> 












^^.v 




lai. On peut rattacher à la théorie des transforroatiiina de 
contact une raélbode d'intégration dea équationa simultanéoa, due à 
Korkine (*), et dont la démonstration directe exige de longs calcula» 
D^une manière générale, soit 



(M) 



Y. = 0, 



•••1 



Y.=î=0 



un syalème en involution. Supposons qu'on ait ditenu une intégrale 
complète de l'équation 

Yj = a^i * 

on pourra alors, nous venons de le voir (g lifl), déterminer par dsa 
calculs algébriqnea d'autrea fonctions Z, X„ ..., X., P^ ..., P, telles 
que les formules 

s' =2, »;s:X„ fii=sP«, (i, ft =a 1, a, ..., h), 

où Y| =s Xp déOnisnent une transformation de contact. Rir cette 
transformation, le système (3i) se change en un nouveau sjstéme en 
Infulution 



(55) 



*:=o, x=xo, 



•••, 



y:=o. 



i«) lUkrkiM. 
éscàlMr. 



«t #rW«i.LUvm, ailisa UpTMiièfi iéîeé« mua «éllMé* fsnt 
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«. ' Lm baotion Tï M eoBtienaeiit dme pM ^i et «a Mt nmai i u 
•jBiftnt «a invololioa dt m — 1 ^qwUîMi t A — 1 mriabin «(, »,«!• 
Pmv pwJcJMT divulage» mÊffOÊom qiw !•• iqiii t iBi yrnpnéw 

r,=a. .... /•.=«i 

M OMliemeal pw x «I nit 

r +« =B F (*„ i^ ....«;,!«„ «^ ..., O 
«M inMgnle.cwmplito de rjqnatioo /; = «(. CoinHUrow la lnMte>> 
■•tÏM ds oonlact olitemu* en partant de k rdatioa ' 

K -t- x' := F (jB„ x„ ..., T,; «;» *;, ...» *0; 

il fcudra joMra « eetla wlaliei làa ««iiulai 

àr àF « . - . 

" = 55' "^S?/ ('**.*•--). 

flt CM â^MtioM déÛniront :fl,...,rU p\, ..., pâ es tmttkm de «„ JV 
Haur avoir a-j par exemple, il tutin élimioar x^ ;»> «1 ealrt In 
« dcrnièrca Apialiena; naia mU* tiimiMdioa eonddl k la nUtion 
^( = Z',. La première éqBalion im navvcan ajalèae aan dsoe «î s Ot 
M In «ulna équatiou 

r,=o, .... r-=o 

bnneioat un «oaniHi ajatime ea iiitalBliM m ranfaaMUrt pHpî. 
Dm traiwfeiTaliona analogoM oot Hè em pl oy<M par H. Ila]t|r(*) 
rkn 



3U uçoM suK ucs ÉQOATimit ira •taivtes rAnrm^n. 



CHAPITRE XII 
n«eri« ilM groQpM. Méthode géainle llaUinttM (<)• 

132. Aniit «Tabonler k tbéurw du gnmpes, iteiiaou t« 4ilH- 
renlcf lujtbodM d'itilécn>UuB qui ont étA éUblie». Noua rappoMTOM 
lUaonmîs que : ne figura ya» iluu let équation» qu'il »*«(it d'iatâgnri. 
Soit 

■■ •fUèmé «I înTolutioa de m éqution ditUactoi. Pow laUgMr 
|«r k mMhoda de Jacobi H HUjtr, il budra eoranoMer pw ddtor- 
uiîner ii — m rvncUoD* /".«.i, ..., /. de« varioUea f» ft» formant 
avoc les pa^vétUalea un «imlèutcett Juvolution <le n ruiietioiwdi^liQelea. 
Cuta fait, ai lea éqiutiona 



r, = « 



/■.=•. 



paurant êlre rêaoluea |*ar rapport ip,, ..., p^ on «un UM inlâgnk 
Goniplûttf par une quadrature. S'il n'en eal pas aînai, vu eaplotera In 
mèlhode uuivanU; qui Ml, au (ônd, équivalente à la prenîèra el qui 
s'applique à tous les cas^ «■ dvlenuinera, pmr tu** qumJrmtwt, mm 
lunetiiM rt des (oBctiens P„ i.., P. des rariaUe:! x» A donnant 
lieu & ridentilû 

d (: _ Û> - P, d/, - ... — P.«*f, = ds — p^Jx, — ... - p.rf«„ 

cl l'intégration Dcn Ivruiinèc <$ 111, 117). 



<•) Lie, frrrtWaw fwrr /wtnnd-a-rhwrr itr »m»n»tf-Trtt*ftn»H'* 



,- •fcl 



cuàp. xn. — Tii£«Mi» iMcft cftnoupis. 



ae 



Iknt h nélliode d« Gaodijgéiiendtiéa (iM),M proe^ 
Oa CEI rincoéy M clIieC, i iat^pcr le t jstènie eonpI^C 



(S) IA.*] = «. -, Ki,*l = 0; 

Mppowm q«*uii ait iuU^ le ejuttoM eomplei 

c ^ eet- à -dire qn^on ail trouvé les Su — m inlCsnles da sjvtème (S) 
qoi ■• eontâeniieat pea r. Ce ifitàiiie (S) adnnetlra en entra vae 
aetie fail4(fale qui oontiendim néeeaçairMieot a» et lea eooaUéfitieoa 
eoqdeyéea an f 111 monliàil enom que cette dèrnièfe inUgràle 
a^eblMidni par nue quadiatura. Alaci, aUtradion U/Ut d*une qnadia* 
tnre flaale, la diflSreiiee dca deux mMiodiai peut étro eandérifée 
feanHW il auiL Dans la w é t hede de Caudiy» en dieidie Tinlitgprile 
irtaéCide du wptame complet (3)» tandb qiae» dane la «étliode de 
laeobit en cheidie eenlement ko n «— m- inUgialee de ce a yitè nie 
qui fiarmcnl avec f^^ •••^ f^ un neuvoM aysttae en invdulMMi. 

Lea dena anéthedee peniMMit Mm coniidirtti» en Fa d^ lenuiiqné 
pluaieniafaia(n69,lK9,coniniedcacaa particnlieni 4*nne nélliede 
plna gteénle. Suppocona, en eBM» qu'en ail cMenn un. sfclèaM en 
inveintion de m ^ > é|uatiene, rt nffennani le aydtnie (I), 



(*) A=0, .., r.raO, ^4.=0, 



•••I 



/'-♦»=«o. 






iatégrer le tijMwuù «mplct 



(A. ♦) « «>. 



•••< 



(fm^ ♦) SB 0; 



M aam par use ginJ u rfur» «m iaUgrak eouiiMe dk» équalioM 



/i — «i» 



•••1 



/«i^^ft ss Oa^t* 



ety par anile, dea équatkina (1). Le proUtee de rîniceralion peut 
donc Mra pced ainsi : Ttmtvêt nm sysfème en faao f n ti eii é$ 
m-hk éfmUiam diêtineUê ta mp fmmnt Ire tffHnfiens (1) 

et tusMcr Msniie rinUjfmle gimérmU dm 9if$ièm0 cemplsl 



^1 






.v5 



i« . - -. 



'/r-^ 







^ ^ >6^^- H] - — * - 









s^ 






i<sr c 



•.v«T.: 



i»»'l 



j-jj^x; 






;•> 









^«: 



r^ • 









"^■>s 



5â*; 






•.^.^ 



r "^-^ 






- .'» ' 




^^ 






aM UÇOM sua us tOOATlOM AUX 

Si ft sO, M a la Biitliodt 4k GuiAr; d ft 
de JacoU. 



^AMilUM; 



123. Gala paai, iiMfiMiia qvVNi ail dilaiMi plaaiiiMra ial^lfilia 
9i« •••r ti* «UiUndaa da f^^ .«.« /«, d« ayslèma cotnpla t (9). D*aprbs la 
tliéorèma da IVasaon, foiiCaa Im paranlbèiica (f^ ft) aerMt daa inM- 
f^îiln du mèflM ajtilteia. Naua pouvana dune laaioinrb attpfMMr i|m 
IfM M 4- fc fancUana /|, •••^ f^, f|, ••.» f4 noot diMiudaa al qua laa 
liar^nlhèMa (f j» f^) a*aspriinaiil au moyen da caa fondiofia allaa* 
m^inet; car» a*il ii*aii éteil pa aiiiti^ im lyoutarail eaa parenlliéara aua 
iatéipralat déji obtanma al aa rMominattcafail laa mênaa apàraUona. 

Pluaiaura eu iiauteiil aa prtaanler. Si li ss Su — Stii« riulégialkNi 
aai terininde immédialamaiil par la niéllioda da Caucbj. Siippotc»iia 
I» < 9m — Sm al admellana tia plua» pour fixer Ica idcea, qu*attcune 
étt% paurenthèaaa (91, f «) nVsl id^nliquetnenl nulle. Si h ail vùmn da 
Su — 8m, il y aura avantage, en phi^ral, à terminer rinidgralion 
par la mélboda da Cauehy. Ptour appliquer celle da JaoaU, il faudra 
adjoindra aux foncliona fif •-, /» une des inUgralea ilé^k oUenues, 
f I |jar aieropla, et cheroher une iaU^frale du ayatème eomplot 



(/..♦) = 0, 



•••{ 



(/-.♦) = 0, (f,.*)=:=0. 



En opérant ainsi, il semble que les autrea inlégrales f ,, f„ ••.» f^ ne 
aervent plus à ri<^n. Il est donc natuiel de ho demander ai on no 
po«irraît pa><, sans renoncer à la méthode de Jacobi, profiler da eaa 
intéiniilea pour simplifier davaiitaj^^e rintcfration et quel eal la 
meilleur moyeu pour obtenir ce but. La réponse à cette quealion 
nous sera fournie par la Théorie ile$ groîipes, qui est due enooia 
à M. Sophus Lie. 

124. Soienl ifp ..., 1^ r fonctions diatinetas dea tu wriiUea 
iTp •••, x«, Pi^ ..., )!,. On dit qua ces foncliona formani nn grêufê 
ai toutes les parenthèses (ii.. f#^) s'expriment au moyen des fonctiona 
Ml, tf^) ..., u, soiilemeni 

(lia II,) = /;, (u„ fi„ ..., u,), T(t, k = 1, a, ..., r). 

Le nombre entier r est rordre du frroupe. Si toutes les fonctions f^^ 
M»ui identiquement nulles, la (roupe se i^luit i un système ea 
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bindotioii. L'ordn d'un gnmp* «t «■ ftm éeù à 9a, de aiéaie qm 
rordra d'un aytlèoM co ïn«-aliilioa ma peut dép M tr n. 

Toale ft iD cI i— de «„ «,, ..^i «^ telU q«e F («,, ..., k,), «ppariient 
■u pxmpe (ti,, ..., «,). âant d o »» <a i dan fonetiou F (h^, ..., «,) 
»t ^ («„ ..., tir)i ippartenaiil A «a même gravpei il an e*t de néue 
de k pucntbèM (F, 4>). 0b i, ea dM, 

^- ♦' =S .l.^,ï^<"° ••>=?? ïï.ïî'"< "->• 

It eoU da li que» si sa eenùlèiv. r IodcIÎom diaUnctes qudcMiqws 
*ti "-t fr apparteiuuit au groupe («„ .», ««), eaa r (onctimB forment 
encore un gruepe, puisque les pimlhkitea (v„ r^ ■'eipriDient au 
UMijen de «„ ..., «, et, par nûile, au anajen de «|, ..., v^ Voua ne 
conMdéreimis pas les groupe* (k,, ..., m^ et (r,, ..., r,) conune deux 
grnupet distincts, ma» eaaimé deoi férmt» d'un aiâsM groupe. II 
«t dair qu'un ^nmipe d^rmiii^ est snscqilibte d'une îfiGniU de . 
formes dtOiérenles. On remarqnara qae ai un groape oA en inniluliou, 
lottlea les fonoes possil^es du gnmpe eenmt clément en iovnlnlion. 
DeiuiofM encore quelqneo ddfiaitioBS. Si In fondiima h„ ...» v» 
(Tan gnmpe d'ordre p appartieDneBt à an groupe d'ordre r («,, .... «^ , 

Mf^ , H,), on dit que le second gzoape oonltenl b ^emier en que 

le premier cet un foi(«-greM|w da accond. Une fbndiaa « est dite en 
ianduliôa avae au gmuite («„ ..., «,) si oa a (c, h,) = 0, qudlc que 
soit la fonction u, do fimipe. Phis gén êtnlem eal» de» groupe» 
<»,, »., H,) et («„ .... r^} sont ea ianlulion Tan ane Fantr» si as a 

dans fonetioin qneteonqurs w et V, appartenant icspectivemeut k 
rliarnn des gnvpea, ae»nt lo^jonrs aa invelation. De ses dAfiailbma 
découlent immâdialemenl un eertaia nomlire de p tapii iM» dent la 
dénwaatratfan a'offiw «oeunc diflkatic : 

{"'Si on a s fondions v„ «it ..^ «^ telle* que lontca les parantUses 
{m„ m^ ^expriment an noyen de en fonctions eUes-mteies, allas 
ni^rtisnaeat à nn groupa dont l'atdra asl «a plaa égal à s. Co 
fnapa ssn d'antre t si laa ■ fonatioaB laat distineUs. Ptmt praadra 
k CM général, euppoeom qn*a aùsia f rslations dtttiaeUa entre 



'j^^rÇi^l. 



t'-^^^^ 



■'tHirff- 



■^-<&îl^: 






^ 



■ •**■ 



^■T 



•<••«. 



■i^ ^^vnfor 



>^^i^^^ 
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CM • faocHont; «Ion dlct fOMront f o u i t ft*MprMcr m 
de i — 9 d'MitfV «Iks» toil «#«« «,» •••« «b-fi ¥•• ioroat iodipMi- 
dftiitof, et tuiitai ht partnlMM \«|, %) •• vUttirant elhi mémet i 
il«M Ibodioiis de Mi, •••, i^.f Houe eee • •» f leudioiis dédermiiieol 
UA groupe d*ordre — 9. 

S* Étant daiinés Jeux gpmipeo et G\ ko biiolkino i|iii appar» 
tiennent à la foii à eeo deux g ronpeo forment un iruinaèim irro<ipe. 
En effi't, snppoMMit que les deux gnmpes aient f foncUonn dutindeo 
eomniuiitfs u*p ••., ir^. Toute poi>Hillibe (tf*^, to^), devant appartenir 
à la Ibis aux deux groupe* G et G\ aVxprimom au moyen de le^ •••, ir^* 

d* Toute tranafonnation de eonlact en a*, ;• cliauge un groupe 
d*oidre r (Up ..., u,) en un nouveau j^rutipe d'urdre r (n|, ...^ m') et 
cliaque parenlhéjte (u' ti;)^^ s'exprime au moyen de vî, ..., trf 
comme (u^ «^yr^au moyen de «n •..« u^ Soient 

les formuler de tran-^formatioui X^, P^ t^Uint des foucUon^ de x^i p^ 
qui vérifient le^ relations 

(X4,X.)=sO, (X„P,) = 0, (X,,P^:^-1, (P^P«)srO; 

fil, Ml, ...f. H, se changeant en «î, ti*, ...^ ui^ on a vu qu*oo avait 
identiquement 

Les relations 

deviennent done 

(h;, tii) s /i, (t.;, ..., ti;). 

Km particulier, si /;a s 0, on aura de même (ti;, «:) s a i17> 

125. U tliéorie des groupes rspose sur le Ihéorime «ûvial f«i 
est fondamental : 

TiiAonËXR. ^Si r fonciiùnê d%Hineie$ u,. ..., n, ibs Sn iMU^nUes 
X|, ..., ar„ ji,, ..,, p^ tlHerminenî un groupe étordre r^ bs r ^f no- 
lions KnéairfÈ 

/o 'ment un êyMnne eomphU 



îT** 



?^;h 



^ -'V 
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ITahonl ces r ëqwilMMU smI distinctes, (kt sTcsl sppsfè fimimn 
Uê svcoCto pfOpriéUqoin'csl qu'oacM ptrlioriisrdekpf^opcsiliott 
iâ m sal rf s sa i W> ysillmufs» il fiil sise Jt l> iwIrMcr ; powr ^ns 
r «lasIisM M flnssBl pts disttBetes» B fiiaèrsit fMisiisIst 
miMurts dViHiv r eontoiiits dsM le tsMsMi 









du, eu. 



tMt aalt «a mène leaipt, «• qai «tjgenit qu'il y eAt 
M ■MÎM «m «„ ..., u„ coatnifftaMal i l'hypotûac ] 

rMeiHilé 

«huM 

Ai (A* </)) - A» (A, (A) a> ((«» «Oi /)* 

•H, M mnpbçMit («M «^ fir M nkar /*» («,, ^, «^\ 

A,(A.</))- A. (A, (0)«JJî %.(/) + ... • 
es qai 4émoQti« la ismposilieii* 



sê*-*^ 



llKMAiHwnL — Ls t éti f tm pm Jn fhésième ert «sscte. Si en s r 

fif ••*f f^ ^M *^ iwisbiss âBin j^i^ psnr qne les 



(fit A« A -f (frt /) = 0- 

fbmient nn sjfsténe esmplety II ibiit et il saOtt qne les r fcnctisns f i 
dMemUnsnt vé gtnnpe dTeidrs r. En sflM» ^i^its Tidentilé derfte 
pins luurt^ tonte inl4(P^ d* M ^FitttM dett fëriler r 

si le sjstèase esl mmplol, cette <qnstisn dsit étfe nne eçneéqnense 
des pinniièfnsy ce qni ne pent svsir lien qne e{ (fw f^ cet nnè Cmetien 

^ f •> fi» ••^ fr» 



''X-'^'df^\^P^- 



^^"5^'^ 



[•*''^' 






t-^'^' 



^♦^" 



l:îû 



►»?'■. 



^.:^ 



.>«*ïi 



^>' 



. ".i 




•->>*. 

-^^^^m 






^->: 






î^,^ 




310 iMÇùSA won u» CQCAnoxn AUX ateitto rAimcixBi. 

••., Vffi.r» «t iMit* utr» iatégftlt t*exprîmt «u iMjiai 4# cdtetKi^ 
I)*aprft9 le UitaéiM de Mteon» tee ei|vetsioiit (tif v^ edOBt mMi 
des mléfpRules de (0) et, per auitet e^expriiiierNii au mojmi de r,, .«•, 
t?t»^^ CesSn -*rfiMictkmedéterBiiiieiitdooe«ngroiipe(r,«...,iv«.r) 
d*ordre 8n — r, doai iMtee lee foacUeat eont en involulion avce le 
groupe prbnitif. On rappelio le frot^m polaire du premier. l>a 
équation* 



K» /) -= 0, 



•••» 



(«^..r,/)=0 



forment à leur tour un système complet qui admet le§ r inti^rales 
(listini'tet «i|, •••, if, ^ dont, par ooB:t^uent, toutes lee inl^yralea 
n'expriment au moyen de ii|, ••• u^ Il j a donc réciprocité entra lee 
d4*ux groupet (N|, ..., u^) et (t»|, •••, r^».,); eliacun d*eui eet le 
groupe polaire de Tautre. On le^ appelle pour cette raiaon §roupeê 
réciproques. 

Le groupe polaire d'un groupe donné ne compoeant àe^ bndions 
qui iiont en involufion avec ce groupe, il «?st clair que toute transfiir- 
motion de contact change doux groupes réciproques eu deux groupes 
nîciproques. 



",♦»*•- *• 



A«v. 
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138. Une fonction U appartenant i un groupe (tf|, .••» w,) est 
dite une fonction dhiinffHée (uêi^ezeiehnetê) de ce groupOi lonqu'ello 
est en involution avoc toutes les fonctions du groupe. U suit de \h 
que les fonctions distinguées d*un groupe sont les fonctions communes 
à ce groupe et à son groupe polaire; deux groupes polaires ont les 
m£*mo^ fonctions distinguéesi les fonctions communes à ces deux 
groupes. Soit (i«|, Vg, ...^ Vt«.r) le groupe polaire du groupe proposé 
et F {Xf p) une fonction dii4ingia> commune à ers deux groupes; 
F {jtf p) pourra sVxprimer comme (onction des Ut ou comme fonction 
des r^ seulement. Il «mi résultciti donc une relation de la forme 



S'il existe m fonctions «listinguées, on aura ainai m relations distinctes 
entre les fonctions des deux groupes 

(7) V'i (Mp ..., II,.) = V. (i^p .... r.,.,), (i = 1, % ..., m). 



'vl?, 



CtAÏ. ta. — MtoVC DM OMWKS. Ml 

Rédlproqnciiient, iH oMe m nhtioiis di«llBc4es el m swIeuMal 
catA In foodicMis de dent (tMipa pcMrti, en raUtioM oat préd- 
■énwBl II fimne (7) et 1m tandiat» dbtibgota Kmt «n iloiabrt il» m. 
En eflU, In Sn fimelio» «i, ..., m„ «„ .... r,.., «pptrt i eadwirt 
alon i un groupe iTordn 3n — M.CefiMlped'ofdreSn— «adoiel 
an frnupe poliife 4'erdn m, doat bmlce k» faiwlio ii i eent 4vidm< 
méat dietiagoAte pour le gnmpe primiUr. 

IV' ÉtaatdaméaagrMiped'eidrePrll ot impertaat de nvoi» 
neoaaNttre eetnliita û renfarme da baetiatti ditti^aéen. IV défl- 
idlioD, il «xiite kDbnt de fcoelîons dûtingaéee diae le gfoape 
(«„ ...» «,) qa'Q^ e d'iaUgnk* diitiadca da ejrtèaw ceaplct 

(«) («../)=<»» ..-. (•r./) = 0, 

^ ee féda ie ea t à des ftaliwM de ■,. .», t^ «alemeat. Rieom 
1m dqailioae (^ defiMaënl 

w] • * • '• 

Oa a aiaei aa bjsUom de r éqBUlkuii liaéeirn-nec r Tirlablee 
iaïUpeodentei emlement «„ u„ ..., %f patM{ae» par hjpothfae, lee 
pareaUitoee (mm- «a) s'extwiiaeiit âa nofM de «,,«„..., «,. Sappo- 
•Ms qae cee r ëqoatiaae ee ridoîteet kr — m équaUnii dMiaoles 
par exemple aaxr — MpremMfae, 

lee dqaeUaaa<10) SMneat an ^sttme eonplet L'idenHU de leeaU 



A,{A.(D))-.A.(A,0J))«^A,(O)+...+g-'A,(U). 

•^pereaMa^le picafaraMakra peana leqîeMt a*«iprin»erUa4e^ 
M9M da A. (0), », A^ (0). 
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312 ixçoxH 8CH ijcs tQVATio» AUX iiCiinnt0i MimnxBS. 

Ott Mm doue 9e Bombre des ImmUom dMimpiéM m chondii 
nombre il'i^uaUoiii linéairpnml diftlindet «Hi tprtèiiie (0) on» e 
revient au mène» Tordre dot premiers miaeart da déCenniiiauit 






•■• 






qui font dill^reiitA de aê«ti. &'i «<» ^ilAitmiifiaiif nil nul, mimd qm Êém 
pen mineure d'érdre 1» S, •••, {m — 4), mêm qme Ioim leê mimeum 
tVordre m mienî niclf , In équaikùn$ ^9) «e réduêêttU à (r — m) 
tffti«lioiM Unéaife9 éiMncie% et fe f/rmtpê mdmeî m foneUênM 
diaiinguêeê ilttftiMfei. 

Une fui* Ironvé le nond>iie m des fourtiomi disitinguteet h dêteniil* 
nalion de iiiM ^imciumn rlknHnHHnt» ^i^ilS^ rittléi(imlkNi du eytiIftiM 
coni|»lel (10\ c*e«t-à-dire ie$ 0|iiNratkNM im, m — « 1» •••, S, 1» eî oa 
ap|iliiliie là méllMMie de y«ver. Cet ofiértlioiit se •implilicnl ai on 
coiinail di^jà ;à ftmctionA dLilioKuéiîO. 

Si le dùleriiiînaiit D n*est |iaji nul» le gnmpe ne renferaeni aucune 
fonction dUljnitiiéin Go cas ne pourra se pi-éseoter ai r est impair» 
car U est un dèiei minant iraueho d*apràs lea relations (U|, u.) s O» 
<«•« ^k) -^ (vu u,)=:0. Donc» tour graciée tévdre impair renferme 
an motia une foneiien dhîinguée. 

Soient U|, U.» ...» U^ les m fonctions di!itin{;ui!es distineles d*un 
IfitMipe (U|» ..., u,\ Oufiic|uo la détermination de ^^h% fonetî^ms esi^rf^ 
en général dc5i înlégrationi» on peu( for/otir» fofêner un uyelime 
d'èquaîiowi litèéaifcn 

(11) B,(Or=0. ...» »,(/)=rO, 

tffiiîrnlenl ou sytlèiMe coiuplci 



(i2) 



(iV/)=o» .... (!;^,/)=:a. 



Soit (fp ...» r,,_,) le groupe polaire du groupe propeaé; Isa équa* 

tiens rt^ admettent |« intégrales u,» .... u, r. u,...^ qui se 

«5du.«^nt à «n - m fonctions disUnctes. To.it STstème de m ouations 
linéaires distinctes admettant les BH^nies inti^'grales wa 



équations 
iremeni 



», -? *^' 



>:rvv 



o^-*:- ^ 



aup. in. — TnbMiiB ms ceoopcs. SIS 

éfiiTiltia Ml Mpltimê (11). Géh pMé» lesr <q«itkNM 



\(«v t) + ...+>,(*«,. /) = 0, 



(M) 



Xi, ...y Xr étant des eoeffidenln qudconqiiefi. Cette nonveUe éqnaliiNi 
Mm férifite pmr f s: u^^ •••^ f ss ic^ pounii que fet coeffieieiite'1i|, 
•••» V ^^tait Ifi r reltUon» 

Xft (Ml, «^ •§- •.. 4- V («r» «i) = 0, (i:=zi^% ..^ r). 

Os a «Il syattoie de r équations linéaires et bomogéiiet dont le 
déterminent est précisément D« Par hjftÀhh^^ ee déterminant est 
nnl, ainsi que Ions ses mineurs d*erdre m -* 1, sans qne tmis ses 
mineurs iToidro m soient nuls. On pourra 'done fronter m équations 
distinctes de la forme (IS) admettant les inU!gn1cs «i, ..^ m^ Cas 



admettent ka mtégrales «|, «..^ «i^ r^^ ..., Vt«.r et., par conspuent, 
ibnnent un sjstèmréquiTalent au ajslime (12). 

128. Rirmi les formes en nomlnns infini d*un mfme icroupe, il 
est naturel de pnmdre pour forme eanûniqne celle pour laquelle les 
parenthèses («i, ti^) = f^f. (« ^^ ..., u^) ont les valeurs les plus simples 
possible. Si on consîdèrs d*abonI un système en infolution» tonte 
antre CMVse dn nrfme groupe sera également en in^olution et le 
groupe est rftduit de lui-même à la CNme canonique. Il sufDt ilonc de 
eonsidérer un groupe difleiisnt d'un système en invelutien. Rsmar^ 
quons dTabofd que, si œ groupe est d*ocdra r^ il renfermera au plus 
r — S fiNidions distinguées distinctes. Kn eM, s'il en afiit r -« i, 
U|t •••9 Ur.i9 on compléterait le gronpe en lyoutant i celles-li une 
nuira fimction Y. On aurait alon les vslatioDa 

et le graupe se léduirsH à un s i sl éss e en iuTolulion* 
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JI4 uçom san usa Iquatw» aui MteiTén mutisuzi. 

PnwMM ilwie H* frra«p»(«,, t», m^) non «a iarol«tiiw, tt mH*! ■■• 
toMtio» MB dâUDfstft du fiottpe, d* telte &(■» ve Tum ■■ imîm 

dM «pnwioos («i, «,) (w,, «,) wli diOérral* de tira. On puvm 

trouver mu ntre Iboetba du fraupt F (u , «,) HUtCtinnI à ta 

condilion («„ F) = 1. En «OM, €•»• «oaditiMi d^vckippte t'écrit 

el on a pour déterminer F miif âquation linéaire dent k pratùer 
roemhre n'eet [«■ Menliquemeat nul. Pr»non« pour h, um iatffnle 
d« celle équaliM, de telle sorte que l'm lit 

Je dis ^'oa pourra eonpIAter le groupe «vec r — t fonctient n^, .*.> 
<.■ vMfflanl les relationa 

(ii„F)a:0, (w„F)î=0. 
Si OB auppMO que F nt nue simple fonriion de m„ .... «,, eei 
équalioM a'écrivent 

i *^ , %'F / ^ ^*' A 

elles aoul ^idemmeat difitiiiclM et Forment un syaliine «ooipM, our 

(•.. («.. D) - {«.. («.. F)) = ««.. ».), F) = (I, F) => «• 
Meut u|, ..., «C-t» r— Ssofuliouadiatineln de ee sysltate Cmnant 

un fnmpa fordrr r — 9. ]>t r fonelioaa v„ ti^, u\ «;_■ sont 

indépendantes; en efM, toute relation entre ans Toneliona eontiendnii 
itéoesmtrement «| ou M,, «, par eiemple. Soit 






0« pMl 4aw «MHW !• Ibéaitat MitaM : 

ÊUaa àonné K» groupe («j, .„f %) hou a» im^t^ion, «n feH( 
tei^/a«n rf dtotw jm wF m groupt tm 40tm mMrm : mm grmipi i» 
. énm ftmetim» «,« «„ Mfct f M («,* «^) ^ 1, et im ffvwQM 4» 
r — S /bMflMia «;. «^ ..., W-i^ m iiHwlHriM» «KM le rfmritp(i), 

PmvmÎvom la iMaetim. Si •;, «;, ..., m;.. Mt w «ytlèoie M 
inoluUonr le gnape propoté «t ninené k It fonoe cUMlqtw 

3tj, P,, «îi *.^ Ilr~|| 

«A X, =.Un P| — *i|* po"' bi9*wn> M a let fdaUoAa 

<P„X,)«i, <P„W) = 0, (X.. •?)«•. (";,«iO=«0. 

Si le (TDope (t^> h^. ..., tC-t) a'trt pu en faralulnn, en lai appK- 
ifaBBl le méroe procéda, on le déeowpoee ra en deux groapa 

x„p„ «:....,«:_,; 

■i <n;, ..., ul^t) flil ea inralnUan, la a yiMw e prapeiA een ramené k 
la Parme eueni^M 

X|» P.. X« P.» «î. »4 -. «î-o 
pour laquelle looUe ko parcatMKe nimiI nnllos «uT (P,, X,) d 
(Pft ^i)> ^ui ae réduirant à l'unité. Si («î, .... «ï-*) n'eet paa «n 
inmlirtton,oa noominencen lee inCniiaapèratkMu,et,eneonlînnaat 
•inn jiuqii'à M qn'on arrira A nn eyuftme tn Invoktion. an toîI 
i|n*oa pent laajaara mettre Bo gnmpe aoae la Itanae eiiienli|m 

*i» * 1» *•• • •» ■•'» "ti "t» *«*ii >"t *■♦« 



— H«w»Nii|iiini«.MfWita»w Iwrti— <Miîi««i,f>rhiO— [eiwOitt,fM>«. 
■ M twi W Mt— -m ■-* 



«ntaOWMa^ ri k tactka r ■'■ JW4H priaf^w kpa iwHnKn, 



-'i^ 



310 uçKt» Mm ucs Snoxtma adi DtnirCn nmnÊUMM. 
X» P, *Uat àm kmeûam M < nni<M i H i UOm «m loiitM !■ pMM> 
thèm (Pa X<) aietf pntr nleur l'eniU, tanilii ^ue toatct kt Mlm 
' pMMlbttK MOt aaUes. 

Ub iToupp fiant K-doit à la fcffo* c«Min«|M* le* éqwtÏMM qui 
«létarmincni Im fondioai dbtii^ihVii II (X,, ..., X,>., P„ ..., P^ 
prpniwal b fonnc 



^5 = ^=(». 



ri = 1,8,....,); 



loule AwetkMi ilistinpite M réduit done à uae «inpie bmdkm d» 
X,«i, ..., X,4«. La difl^rence enlre le DOinbre un bnciioa* diitiarti» 
(Tua groop» (3f -i- m) «t Ip aambrc dea fitiution» difdafotfo m «t 
done bwjoan un nomhre pair Cf. 

Ëi péoniannt tous i-n rètuluti, oa paut én<mc«T li prapaàlÎMi 
•uivantfl : 

T&ut grvupe de fnnttiot— pmt itrt r9mn*é à fa fitnM eaiMnlfti* 

'^w P|i ■-- X^ P«> ^+1» — » \*m 

)iéut latfnêlte Unie» Im patvnfM»M Mut hhHm, aa»/ le» jMnwH 
fAtea (P,, X^ 4HI «• MfKfamt à TmiiM. Lmfmeliont dûlhi'ju^n 
dit yrwwp* miU le* teule$ ftnethnê dt X,4.i, .... X,^.. 

«Ntftn^Mrra «M mi iMimbra jNiJr. 

139. Ëlant donné ua groupe nnoniqiw d'onln* iq + m -^in, M 
peut tnufer d'iutivs groopea anonîquM ronfprmaiit «lut-U, ea 
pirtkulier de» gruupet d'ordre in. Prénom d'abord na giovpo 

(A) P„ P„ ..., P.. X,. .... X,, X,^ X,*., (m »- »), 

renfermant dea foucCiomdJrtingnfei. i^uppriiooM une do o 
dietinfuéev, X^«.| par oeniple, on a un nouTcau groupa 

(B) P„ ..., P., X, X^ X,*H ...» X,+« 

doNt le gmii|te pokiire renfermera X,^. i et sera de la bnnn 



JFûlkmn, X,^.! n'ot ptt «m kmOion d'wtiafvée du giwpe (G), 
powqa'dk n'afiFartient pu m gmpe (I^ Oa pouna donc livmer . 
dut (O OBc attira froetion P^i telle qtie <P,«.i, X«^i) ss t; 
Pt+i M pMt aiiputeair M gRNq^ (A), or ai •■ «fait 

P,+, = f (P„ ^.. P^ X.» ..., X,^), 

M «■ déduirait {X^^t, P,«0 = 0. ftr «Muéfucal Ih fcTiiww 

(A)' P, P^ Ph-h X. X,*i» .., X,*„ 

fiMaent titi aomeau groupe eMMMÛqus (Ay , icafanaant le graupa (AX 
et ayant utie ftaiction diilitigiide da kmm. 

£n r^iélaal Im nèmei optintUoni nr le grwpe (A/ al aind d« 
•niU «Maot de (lis qu'il est ntekMifa, gn voit qne lent fNupa cân** 
niqua aat mtifcnirf datis tiu «utra groupa cananiqua qui n'admet 
pui da fanetio na dnliti^piMa. 

nsmone nu cioupa de eelle npèra 

P.. P. P-x X,; 

M lui allant une fonction X,4. 1 du snwpe polain, an a H aomaaa 
fm^ nnfennnt uni; IudcUmi diatinguée 

P|» "•§ P»» *i» ••*• *T» »»*i» 

que r«a peut eeiupMer en ^JDoUat une fenelion P^+i, de fiipM i 
arair nu graupc eanouiqua de 9^ + 3 leraiea 

P,, ..., P,+ii Xft ...f Xt+i» 

insnde. En eantlnainl naai, onwrtawi t «■ giMft 
daSNicmwt 

Oene» étttU Jmni «m gr9Hp*.ttmmiqii$ qitricitqM 

r„ t..f p^ Xj, .M* x ,»i 

M ^ml latyonra Irauaer d'aulna fmutim» P^tt «^ P.* Xt+-«*( 
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rr.r.u 
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9it LBÇOKt SUH LES ÉQCÀTIOM« AfTX OÉRlf Cct MMICUIIi. 

fêtmeni un groupe Mfianlfiie ilr Su firiMv. 

130. Les ré<ittllsU du psisfraphe piMdtsl p tw ssUso t et n u ss o d h » 
une queslioa qui sst 1res importanla iIsd» la Oiéorit des gnNipss. 
ÊUiiil donnés deuK groupes de r fimelious (Hi, ...» «,) et («|« •••, «,), 
dans quels eas peul-on passer de Tun à rautrs par une tmnslomialion 
de eonlact? En termes plus préeis, que Ibutpîl pour q«*il oiisin nnn 
transformation do eonlact dian|oanl ti|, .••> «^ on de nonselles 
fonctions tr^ ..., ir^, qui s*oxprinient au noinn do «|« •••, «^T 

H eot évident d*aiiord que toute transformation de eontnci ne oiianf o 
pas le nombre des fonctions distinguées d^un groupe* Par eouséquent, 
la problème no ««ra possiUo que si les deus groupes ont le mémo 
nombre de fonctions distinguées. Cette eondtlion nèwssairs est 
d'ailleurs sufDsante. En effet, soit 

un groupe d*ordre r = 2^ -«- m, avec m fondions dislinguées. Xous 
venons do voir qu*il existe toujours d'autres fonctions P«>|» ...» ?«• 
Xf^»4-i» -M X., telles que 

*|» •••! "il» X|> •••• ^mf 

noit un groupe canonique. On aura donc les relations 

(X,,X,)=:0, (X„P,), = 0, (P,,r4) = 0, (P„X,)=1. 

l», » = 1, 8, ..., m); 

pnr anito (| 119), on pmnnn tronver une aulm bndian O (j^mX 
telle que les formules 

s' = 5-a x;=.x,, pi^v^ 

déAuissënt une transformation de conUct. P'ar oeite 
le groupe consklëré sera ramené à b forme 

I» '••» Ptl *|» •..! •Tf 4-a» 

tout autrt groupe du même ordre, ayant le marne aombM m de 



aup» m. — nfoiiis ocs CMiiMi. S|Q 

toetkms distioguéety pouirni étra mmené i eelte néiM tÊtmê ptr 
«M mire transfonnatiaii de oonlaet et, par epneéquent, m posm 
paeeer de Ynn i rauire par une fiaaaltaniatioii de ecmtêcL 

OoMt lee teiilf intmrUnUê 'JTtm groupe imlMumàetU A foule 
i rmt ufér m ation de contaU êmU f ardre 4u grampe et le «em fc re 
liei fimcttmiê âUUng^nieê. 



131. Teut gioupe i Sf 
diatias«éeat pottfanl éCn m 



tnonfaiiu 



Fif •••, P^ Xp •••f X^.Xf ^if •••y X g^m 



m fiNKliens 



coQlieni ui système en involutioB d*erdre f •#* m, le sjsltee X| 
•••y Z«4^ 0*ailIettrf , il ne peut eonleoir de sfalént ea iafolttlioi 
d*an1i« sapérienr i 9 rh m. Soit» eitelfett ^t» •••? ^ im soMiJiMpi 
en iiiTolvlîoo d« groupe propoei; oa a tu plue baut quVm poufiii 
Innirer d*autres bnçlioiis lim^%^t% •%•% X^V^^if «-f P« fetanailaiii 
le premier gTMipe un groupa oanooiqM 

M» •••> ••f ^ff •••? X»« 

Les fonclieue 

V|f •••9 ♦»» Xa ^94.19 •••» Agi 

formeront un système en inrolution donirerdre eera f 4- n — f *-» «< 
On a, par eoneiSquenI, 



t-i-ii-*9 — m^fiy #eà 



«♦«•• 



RnuaQua. ~ Si Tordre d'un groupe est supérieur à ti» il est llieiln 
d'avoir une limile supérieum du nombre m. 8ek r IWdn d*wi 
groupée» 

6 contient un sysllme an involnlion d*ordre ni -Ir q. Hsnryunje 

m-i-f^n» ou Sm^SfSgtn, / 
etf psr suite, en rsirancbant les deus nlalions» 

tadèiermfnalion d'unsfatème en invulutiand'ardrsinasfailum m «l- f t 
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>3a0 uHjom ara LIS Atunoio aok uâuvtet puniioua. 
€—lw dtw un pwwpe iTarilw S^ -t- m >Tt« i ! &■■!»> ■ iii li agaii, 
etiga, M Kèoénl, dw iaUfntioos. Soit («,, .... «n^.) le inWfs 
propow. Ud eomoMMan farMetmfmtf m ij fU iw dMiagaéM Ui* 
...t UmC«<|"> «tic* li^ «péntiuw m, m — 1, ..., J, tf, 1. PiVMal 
eiuuil» une «titra IbKlipn non iMa g mèe Jb giwtpe> », ptr m iffc , 
réqiisUoo linteir» 

(«„F) = 0, 

OÙ on rvinpiftee F |tar ana roaeUondcti,, .... H(,4.a»«t iiMdqwdiaa 
linéaire i Sf -t- m variables, (loat ou oonuit m 4- 1 ieUsnlea «„ 
L',, ..., U_. 0« atum uim iMMvclle iBlôgrale vr, par wne opàwtiM 
d'octtrc S9 — iL Oa coniiidéren enuiilc b vyalMaa «mptol 

dont oa eonnail m + i iulégnk* «„ 1»,, C,, ...^ V.» et aisû de 
Miite. Kn rùuiaé, on aura un •y«f«tiu.'«niNMliil>oit d'ordre f -4 M^ 
eontenH dan« (0 grwupt propoté, pur le* •pérvtùnu 

m, m — 1, ..., 3»tî.i; Sy — i!, 9« — 4, .... 4.â. 
13S. Arrimos tnaielcBiuit A Tobjet eesmlid de ee dapilnt. Soit 



(") 



A = i:- 



r,=o. 



im »y«lème en iutuluUoD, 4|u*il t*a|^t d'tnUtïKc* ùpfMeoae ^iie Tu* 
lit ckUmu, par un moyen queluMMioc, un certaia bombn d'înl^fndee 
ft*\y ■••(/'r><lillëivnle(d«/',, ..., /*„ du djraUau! eomplet 



(15) 



(A. = 0, 



'/„« = «• 



Par exemple, s'il s'agit d'une «qualion unique f^ =1 0, 

d'un problèina de nëcwiiqtic, \m principes einënui de U wâeuiiqne 

feront auu\'entcoiuiailre un untain nombre d*int«gnlM, eulm que /*„ 

de t'tiquation iiiiâeire (/„ f) = 0. Coiainent |ieulrOQ utiliser cer inlé- 

Ifralet connues, pour aimiiliHer l'inhignilion du système en inTolulïon 

proposé? 

On peut loHJountsiippMcrquerappliealiondatUorûiaedePMasoa 
à deux quelcaaqiiMilesialé^lee/',^.!, ...,/', ne donne |asd'iat«graU 
distincte do /*„ ..., /*,. S'il n'en ^taït pas ainiû, on lyoulerail les 
nou\-ollcs inl^ipnlv-i ainsi ubionues aux aneieunex, «t ainsi de salle. 



¥• Zn* •» THBOKIB D» OHfHJFSS. 



n Mffil iimc d*eBdBiMr le a» oà les r fNMiioM /i». ••» /^t ••.9 /^ CMn> 
■wBl «tt §fmpe. Si Foidro r «il ég/i à Su — f» on a immédialwpeat 
riol^cnk iptaénfe da système compM (iS) el fl t^^ 
ta» CI 122) pour «voir ésalemeat nnt^giik génénle àa iysIéiM 
ca faivetalm (14). Hb— iOpp oeg w Q e t par eo m é qaert » r ^ >i» — f ♦ 
Le groupe (f|« —^ /^ ••- f) mmtJmi les f fa B d ioae dittiageéee 
fit -•,/;» naii a pealcBcootaûrfeirtm. ffMU*pli» de fénAndilé» 



dhtimwf-, diitiiiciee de A, ...pf^jm^O^ Oa a m plm lMiil(glS7) 
ea pevvak lo^jeiiie ditaraiMT le Miidiae ealtar ta par dee 
Om anim alefs 



Cegieape 



laeadim «a eyslèafee ea iatoliitiea dVMdiv q 
A» •••> If» "nt •••» ftw •• •» •••# ^^ 



-•• • 



elf « ea peat ddiermiaer ce tfOèaie, riaMiratiea da qfsliine ea 
iafolalioa piapoié aéra nuaeaée i Tialégnilioa d'aa aeatèaa syittaM 
ea iavelof iea de (f •!- m -!• v) dfoatioaiy y tMkmm ^ art MdiHi- 
aieal plas siaipie que le piepeift ci qai aVoîge qae Ica epènliMac 

Sa — Sf — Sai— Ivt ta — S — tf ~ta» — Sv, •••^ 4»3, 

d aae qaatolaw» « ea caiphie la arflbade de JheoK et Ma|ar> 



-lé-^^ 



»4.«. 



*^5 



h«^ -> • •* 



r^*- 






\^ 







"'M*. 




'X- 






'^x" 



»^:^.% 



' -T- . ! 



-^ 



133. Cent aae dn9eai4ance de ce feaM qai ee prteeale daae le 
BieliUaie des liaia coiae* SaottoceaiB aear Maalifier* aae Taa des 
csrpa soil flse. Oa cii aleis e s a d ait i aae éqaaiMi aaa dhiniss 

n (*!, •••! 9^ pgf •••y jy .s: a, 

die priacipe des aiftw tA cseaslba Ma laUgiales F|t F,» F, de 
rdfaafiea lia<Biia(Ht f) «a> Cis tieb ial^ggslsi 
eaa Isa lahdieas - 



(F^fù'^fm <r.,rj«r^ (F^rj.F,; 

es fieape diaal dVndia 3» saaa die «a jaidatioa» ae peat t^Hsair 



^« 



»■ '-é.', 



/^^ 



'•■k^ 



'^•Ç^ 



^^r'J 






»• i»? 






I». 



.J*^ 



SSS vDQon» Mm uu iQiuiMm ass Bterrtci vA^mu». 

qtt'ioM tomOkm 4istiarii*. Fmt r«lil«Btr, mtm «mom & 
le» tmU équatioBt 






(F,#)= F.^-jr-F.jp.O, 

q^i M rMiaiNMi k dmit éqomioiit i\MlimdUsn et qui admtllMl Vhité-, 
grmli coouttUM 

Ln trois 6i«iAlioM 

Cirmait alors un système en invoIuliM et rintégmOM <*«• ptraU 
système ptr U méthode de Jscobi et M sjrer a'exife qw les epéffi» 
tiens 6, 4, S, et une quadrature. 

On arrive à un résultat tout parril dans le cas général» eà aueun 
des eorps n'est supposé fiie (*). On a alera une équation du p ramisr 
ordre m neuf variables 

H (X^, •••9 9g9 Jl|y •••! Jlg) SS Mf 

et les tbéor&mes généraux de la mécanique fbumisseni 8 intégruira 
dbtinctes de réquation linéaire (H, F) s 0. Ces inlégrale^ Simienl 
. un groupe qui eontient deux iNictions distinguées et qui ranArmOt 
par conséquent, un système en involution d*ordra5. Les intégrations 
nécessaires pour déterminer ce système peuvent être sftctnéss et» 
en ^ôoutant Féquation 11 =s n, on est conduit à un système en 
involution de six équatiotts. Les opérations qu*il faudrait fidra peur 
achever le problème sont donc du même ordra que dans le cas 
particulier examiné d'abord. 

131. Au lieu de déterminer le système en involution d'ordre 
« -H m H- t contenu dans le groupe {f^, ..., /;, ..., f,\ on obtient 



|i) UCb MêUkmttitcke ÀêêêUti^ I. Ytll, p. ML 



OUP. XO. — TUAMUK du MOCTWw 



M faacUoa i dûtingnées, antm qne f„ ..^ f^ Soimt 0,, ..., 0;. tm 
m faa rt ioa t Jhli^iiéei «t ♦„ ^., *>, tw «t f c Tt ii m ^w ui f lM irt 

CumMJhww le «ptfem» cowpfct 

donl M «Huall M + f iaUgnlM /"„ ..^ Q.; m «m oUieadrm vm 
mtn/^4.1 par «M opération d'ordra Su— Sm — tf — 'Si. Galle 
fcMtîoa f,^t n'apparfiaidn paa •« gnwp^ car die aefait «na 
fcodrài AnCÎBgiiés daaa ca froape, ^ca(-4*din ana fimclion d* 
At — * fi* fil* *-■* te ■'i ^■prti ■■ Ci?*B doat on «père, i m paom 
paa an Mn aiMÏ. 0b aan ikm lUMoé A ÎBtéfnr «a ajaUaa «a 



«wiiiaia«aal laa Sv aoIuaaM #,, .... 4^, da iuMmi chb^ 

Nom opi rei ww da la ménm tapow qaa lo«t ft riwH •■ co w idrfraat 
lo •ystéma flomplal 

dool aa coaailt a» •«- f + 1 iaUgralaa. Oa «a boatara aaa âatra 
par aaa «péntian d'ordia 9n — S» — Sf — 9* — 3. Ea ooatiaBaat 
aiari, «a acrivara* par «aa ■plritba d'atdn S, i aa ipUaaa aa 



wMaliwl la» Sv «dotioai 4„ ..., *^ dn ttalèMa eaBvl*>t 
LlaUgnlioa da ea ayiHiaa a'axiga plaa faTaaa q 



A-<^ _, /v-c 




: -^^i■ 



l-»- >.-» 



^^s\, 


7^'^-r 


ît^-* 


'•«. 


uLz-^ 




B^^^ 


' 


ic^. 


* 1 


Jt-"-' 


* 


m. .- i- 


•: < 


K^-**' 


■ ' - ' 


j^» -■ . 




jjû, ^1 


9 


Hki^' 


.^ ' * 


@!V:' 


'^ 


^i^^' 


' •* 


^Ûf'^j V^ 


V 




y . 


^&-^'^' 


>m 


fi ^ s 




^^ 


• - - 






i^>^ 



^•^jTïC: 
















,im- 



_ ^ 




upMs ioa ui fooiiMs aux 




Mt —t Iff 



••» "» — If ..., 3,9^1, 
^ »éth04ê é0 Cmmhif çéméfmlMi eaùfe In •pérmUmê 

A (*|t •••» *mt Pt* •••» J*J S C,, 

qui bruMHii iTce /; M grgup. reift„nMt m fiMetitMëMMM 
«M compter /;. Oa • plu^ieun «m à dMtinguw, MhMt «L k 

Mnaéqu^nl, » •», fw 

2v -»- Sm •< Sn ~. 9. 
Ij» nofflhre* 

•*, i»-l, .... 3,8,1, 
•*"•* •*•!«««««««» Plw prtite qm k. «MBbw, 

•^tT"!!""""^ '••'*"• -•C.V."* '"••'' 

^ r^ i«w <«iie oe lauchy, i moins qœ Toa ■'ait 

8««-2,-Sm-2a.O; 



1^,. 



OUI), ut — ntoaut m> oaovfsi. SS 

iim l iJiiw f «df« «-|.flt4>l3Kiiat HNM i miuM phu Ma qv'il 
MflU abn <r«ae fMdnton po«r wbewr riaUgmis». 

135. Ua Bélholea pi<eéleataf larpcaea fW r<ai a Maniai 
faUablaam iM tadicm liniagiriei <a (iMpa (A, .... f„ .... /;). 
H. Lia >al nnaa lar <a Hat daaa le Iniia XI In IhttnuliKt» 
Jbaàleii, H a MaaM <aaaella<lilan»laalii«i»'<Mtpaan(li niliaL 
ta nëlkode (éalida à lafailla a aal panau aiad païak tflaiii** 
b pi» •»< <«<< <<• -apiiOxia raailila. Koa «aUiiaH 
d*ab)W Hi coriain Hadm da p iy iiliaa p i ffi »ia ri iw. 

8aiattZ,X„~,X_P..-..P. iM + i t^Heaa laa lw aiali 
Jaa la + 1 niiablaa iaUpnlasIaa a, »„ fk, «Mt laa «MnMidiaa 
■Ififialilarilaliaa 

m a-r,4z, r.dTi.=i(.d,-,,if, ,.dm^ 

aApaaIaM ftodiM doa wiaUca «,«« ji^ lai ***"> paanaUa. La 
««■ihfa naliaa a> aa paat Mra ialMear i n, oVi ai fl* a aMlvalaa. 
* *• '■b A 1b* m + i niatioaa 



aa ^ aaiga <| 8S) ^11 J ait aa aMiai n-t-i iqa ai iaa a Jlaliiirtaa . 
aalia iM tarialdaa. Oa a ananiaé aa détail,daM la afaaptlra prfaédaat* 
le aaa aA ai sa w. Sappqaûaa maiatw i at a> Sfc w. Qoe lqw a n aaa Jaa 
llMiBiliHiiai JmIii aa | «<B latiiilMl arai il i lilnlfu. Ai^ 
a 4s, <i«i, .«, 4a^ aMMl Hé* par 



l (ixl,!,..,*). 




,-• Tx}r. 



;-^^i 



•• * . 



^i^^- ut 







'--••*-- 
- **►'- 



f^\' 




i « 






r^V-^*-ï 









V 



s 



«^ 









aW UgOMS «M LIS ilQOATIOM âUX »^lHfll ^AKTIUXXt. 

la pif» 970, fut Pm a «Mora 



(it) 






«ar, 



4j»4 p«r le* vateurt pi4êéil«iles d«M h twamle qnt domM tf w 



4« 



du 









«»!».. 



U\inA 



m 



( p 4i« s [P., «] d%, + ... + [P^ «] 4X. 



( 



— [X„ «] dP, — ..* — [X,, n] <IP,. 



m Ml phv gnad que n» 1m 3m ftnidioiM X» P* ■• «Mt phM 
ladépendanlM «t oa ae peut pM eeadura d« Mtte relatioii qma Vm 
eroebett [X^ X*] et 1m UMlogoM «oieut nul» en $éaàni. 

13t. Gootidéffou luaialauiiit une identiU «le la lÎHine 
(aO) dU + P.d/,+ ... + ¥,df,^p, dx, + ... + ji.rf». (r^nX 

*A l^f Po fk *«Mt dM fondions dM 2n variablM «|, ..., x^ jif* •••> Pa> 
Cette identité peut ee nunener à la forme (18) an récrivant 

d (t — U) - F, dr, - ... - F,<l/,as dz - |i, d», ^ :.. —p. da^ 
«t Im formalM (i8) et (10) deviennent id 



08)' 






••• 






^dp,z^^df.~iùdF + ^^df^^dr 



dx« 



dxj 



d«< 



*»i 



M éUal une bndioD qneleoiiiiue dea ?ariaUea ;r., ji^ 






:'^. , kj»' 



;'•*:>?;, 



Lm éfMtioM (IQ^ pnmttBtqMtpirMi^SrfnDEliBM Vmf»»^ 
T m a tM^foon 3» «TiDdépcadutci. S'il ■*« tek pu aiad, Iom hi 






amiant nab. et det rdatioat (18)' «n pomnlt (Main un» nltHoa 
Unéaira «4tra 1m ^UEtavntidla éx^ 4^. «e ^ «t Mdawnt 
fanponifale, palMiM km nrtiUw an j^ mmI indépendaBln. Kobs 
■■ppBiwM i* phw, M ^M pMt hi ^( o wi ùàn, qat Im AmUms 
/;,...,/, Mal dliUoelm. 
Celi poa^ w a k IbAottat Ntvial 1 

St M «MM MmiHU 4i la /bmw 

(90) 4U + F, rf/1 + ... + F^ 'A «F. <«, + ... + A 'ay 

(M) (fi,n-«. -» O',./)»*^ •* tf»ft)=Ok (*,»=l,ï..«,ï)» 



(S9 K.,-UJ=Ot «., tf^._D] = 0. 

81 dans rîdenliU (iO)' bow rMipheoM « par /"„ il fieal 

a(. pikfaa par bypodièn ki bwttsM /„-.,/; a 

aaakardalkDS 

Ba ranplaeaat âm aème « par /;, »., /^ «■ an oondak qw Ft^-i» 
...,F,aoait4HiaUlcnk«da«nÛâMeonpk((il}.D*amaatMcaié, - 
farad kf Sr ftndkM Fi* A, tt 7 •■ a tMftiawi Su tfjadipiatortia; 



«aie, pni h» toelIoM /i. ._/>. P.*!. v. F„ ■ ;•• >an IH*M 
an — ^ fîwi H p Mj i nl ii, ni M Jiw M iw l , par M Mrf ^ «w i l, F wWi n U 

r la bmdM (19), w iiriai «m n4alili.(IS) 



xin 



(M) 



!& <*ft 'R 



n =4, a, ...,•), 






M tnww 

•I M nil <lt Htet ^iw Tm «an 



Mibanl : Êtad «laïuiéM r Awdwiw /;, »., f, 4m nriiUM m^ fw 
MIm f*ll «irt« d'««tm fiioclNai F^, ..., F„ U, lowMial Hm mm 
1« pvMdnlM à ridenliM (9a\ eonnari «UiMii»*^ CM WMneMM 
IbMliMM U, F„ ..., F,-* 
I V iBBat |wr imwellM wrablM Jai é p c ndta l M fg, »..,/V«l>it— r 

<|MbUUi «,, « , «,,_„lon»uitme/'„ ...^/raBiyatèMtétSii 

1. U nUlioa (SO) devietit 



(») 



nUlioa (SO) devietit 



A 



fiai ftfBHdn (K> M dMaha D ptf BM qBidnluM, M mpfOMil, 
UaB<alwd^^«l*pfQbltesHitpoMiUa,«tM«m«Mllar,,...,r, 
m najva de* fermalM (97). fUMWfMw qa*M p wt l— j n OT <)tMtar 
4 U OH ftMttoa arbttnirB ^ A, .... f,; tt^èlÊU»MÊÊtmprt»rL 
Ob pMt doM éMMar h pnpoiilkB nIvuU ; 

iMm fn'tt «cjfl* iMT f rfgli ii tU la /Sn«i« 

<90) rfo + r, dft + ... + r,4/;«f, <f«, + „: ^ ^^s;; 



13t. L'qvDertiMi Ja am bI wIH Ii an «fMllm au 4M«4« 

MvtMlH MsAilt & FtaipdrfMt AéofÉMc c^hIimbm. 

lUoMbcE. — 8>it 

iTB a<« #wtai /Si<u|<M» F, r„ U, «Ha fw Tm <rfl 

fa r rf.H >ii (90), tii Uég m t t am 4» n wrt i m ($8) w 'wfj i fii*iiiM 



«MlhM O, r„ ., F, Ui «MlhM /-„_,/■„ F„„ ^ n 4mm. 
nul ItaKpib (Wnb U •pItM aMÉrW ^ <l O m a. 



\f„—\Il-% ~, K,<-ll].*i 



•f 



r* '•^ÛT- 



■K '45 ' 



a5*îyr--c 



'Sts 




^-:^ 



^"^Mi 



:t^ -,-^ 



Iv- -■•' -* 



■^t^ 



:>>- 






T?; 




-wr -H-, 



>-> «A •-- 



'S 



^.^Tr. 




•»*. 









^^^r 






^'•i*^ 



ji\- 









990 ucom scm us iQrAnon aux BteiYtai pàntuaun. 
0o aim doue Sn «-> f -i- i intégrile» ditluMtot dm ftjtlèiiMi toiflat 



ITi. ♦! = «>. 



•••• 



«:•♦]=• 



•I h Mflboile dU Cawcky t^^iiénlitôd (| 04) 
ëlmiiMittont «ae inlégnle aimplèto du aystène an iavolvlMa (Vy. 
Ce ÛÈéorètM dooce une nâclld imiMirtaiice à la qoaiUoB suhanle 
CMNMMMiit 1m r iul^grafes f^^ •••» f^ ..., /; da sjfslèna 
pfei (SO), conaicflU rceoniuittrd ti on paii truaver d'aulrtt Cm»* 
tk»M F|, ..., F^, U, ldle:i que l'on ait la ralaiion (ttO)? Nons anpiM- 
•arona que rapplication du ttWior^me da PiMaton aux iatégralaa 
ciMinuea ne donne paa d*lnCé(rrales nouiarllet, c*esl-èHlire que ko 
fonctiona f^f •••» /^, •••» f^ fiormenl un ^roope. Pour qu*il euate une 
relation de la Ibnne (SO), il faut ei il nyffit que ce groupe renferme 
un êy$ihne en inruiuîian dTordre m. 

0*ali(Mnd, il cet clair que la eonililUin est aiifOsanle; en efTol, si elle 
eut remplie, le groupe (/*|, ..., f^^ ..., f^) peut être ramen6 i la forme 
canonique Q 188) 

"|f •••9 "^t \|t •••$ A^f 

et on a une relation de la forme 

p^ dx^ -f. ... + jp. if jp, = 0, dX, 4- ... -^ Q. rfX, •!• rfV; 

eomme X|» ••., X. aont dea fonctiona de /"p ..., /^ cette relation peut 
autti a*éerire 

ji^ dx^ •!• ... -«. ji. dx. = F, il/i H- ... -♦• F, df, + dV. 

Invenement, si on a une identité de la fome (M)» les fonctions f^^ 
...i /^ engendrent un groupe qui renferme un système en ini-olution 
d*ordre n. Soit 

Pp ...y Ppf X|9 •••, Xjif (|« ^2^. a «-. n), 

canonique de ee groupe; la relation (10) pourra a*écrira 

y p^ rfjp^ = y A, dX, -h V B, dP, + dY. 

ftl •■.! ««.1 



On peut trouver d'antres fondions P^^.., ...» P^ Xs^^i, ...» X« leUsa 



P. P- x.» — x-. 

«it «B gnmpe oaoniqiw cl aa • pw cnaéfMBt 

V J>k'(«h = P.'X, + ... + P.rfX. + rfW. 

yp,rfx,«yA,rfk,+yftrfp,+rf(T-w); . 

•r, «M Ule UcntlU Mt impoMOle, •{■•en. Gir, «m praarat X,, 
...» Xm Pp ...» P, poor «nnblfli hii'fwiilwliii, «a Mfrt lei 4m 



rfX, "^ *P. ~* 

Nom poavoM 4eM éDOoeer h pnpDiiU«i Mdnalr, ^1 ■*«■! ^'«m 
aatM fanna ia théorème préoMnt : 

jStaal dfNHtf «M «yattai* ai fa at h i W ia 

A = c., .... A=<V 

ai an eaww aff r intégrât» f^^ ...» /^ ..., f, ém q^attaM CMiv(«< 

tfi./) = <K .... (ft./) = 0» 

Jfcr wai it M» gnwpe yri raaftraxÎHi l y i Hi fl «i fagafwliiii .JarJrt 
iifMfi^«iijM«flMfjo«trir«ewiiuiIbw cardia «pAwKaw 4Uiii«i»> 
lajrea), tMéffrmti»» 4m.^ittèm» «a i aw a twH aa fnp m é m rmmht* 
A «aa faadralMf*. 

139. U pnpoaittaa de JasoU aar la deraior aMdtipGcalaar a'ait 
^'na na partiealMr de ea IkéarèaMk Sait /« ^ (^ aaa Afoaliaa 
aaiqae; rifaiboa Uadain (/;, /) 3 adatal, Mba/i, Sa — S lBt4. 
gnlM dhlladai. Swfpeaoaa ^*aa ait abtoaa teatca ka iaUgnlaa, 
aaitf aaa, at ^l'oa aa puhaa aUaak eatta deraiéia Ia%nla far 

r<i 



A./-.. 



I CMWMt m lEiwipa r«Hn S» — S dMrt h kmt 



r......p„ 



x„™.x« 



(. + >=««-»); 



«Mn« k |Kwp* floalieat Ma fcitetioo 4irtiB(«é» /;, ^ Mn iaflflMr 
AaatMunIbroJmeBtssii. Lei inl^imlasX,, ».,X«iBnMf«il 
dOM u •yatème « înmlutioB d'onli* m. Pèt taoÊèifmM^ f «fret 
le iMort^e préoéJ ta t, mi pourra abteaîr la demiin isUgrale «b 
r<èqiiati»a </',./> = par oM ^uadntat*. 

La prnpoai ti aa prieédasto va mtoia plaa loia qat la tUorie d« 
JaeoU. Eb «SM» une qudiabu* iiaiqne mih 4oane i la (bia «a* 
iaUgtale complète de ré^aatioB /; =s ^ et U dernière initiale de 
réq«aU»a (f„f)ssO. En emple^t le dernier aalUplieatenr, «m 
ton k dernière înUicrak de l'Atiualioa (/'„/)=: obtenue par «ao 
quidntare, il finidrait encore une quadrature pour aroir une tnlè- 
trak «Mnpl«tc de l'équatioD /, ^ C,. 

140. Voioi maintenaitt ootnineBl oa pourra ee eervir dea ial^traka 
coonuen pour amplifier riatéffralion. Soit toujoura 

(«) r,=c„ .... r,=c, 

le tjttèmg «a iaTaluttun proport. at MMiit /;, ..., /„ f,^,t ..., f, hê 
«Mt du tjMnt complet 



<»> 



(r,.o= 



<r,.n=»; 



MMU nppiHOM que en iaUgnlee fiinaeat wi graitpe qai UmU, 

«Un f, f„ •> rouUcHii ditfiiifuée. Q, 1^ d'iUlm» Im— 

•Mi. Oa > ni plu hiul (1 117) eonmeol on pwnU eManr, pw lei 
oleoU lei plue éUnmlnm, nu lynéoie d'équalion liadeina 

*») "■</) = '>. ..., «.(DsO, ..., n„(n=«, 
dquinleflt en eyeUioe «eaplet 

Pl) tfffi^". ■••. tf«n=l>, (a„n-0, .... OC /)•••' 
n euffira, par «leaple, de pœer 



N 



dde 



aup. xit. — nfiowB 
CHoite lit énatioM 49 li 



903 



q«i adneClMt lei inUgrales /^^.^ •••» /^ O oitle m iqpmltkÊm 
liadflt Maleaeot wtwfcwMt i tm coodUtioMi «i lat pctadm | 

Le tyaléiiit ^0) aisii oUoivadflMtksr iaf^gnkt/i, •••»/^ ••• 
UL CB oMioidni une ttovrcDe inllgnh par «m opénlmi ë>rdra 



S» — > f ^- m — r^ 

M» a imuquaBl que h éHUnmoB r — f «- m «I «■ 
fiir Svy par iiiiefopération iToidra 

Su — Stf — Sm «-» St. 

Soil ^1 «Bt iolégrale da tytlèma (30); d«ix cas peavant m pré- 
aenler. D'abord» il peut arrmr qw ka iwM l ioiia /p ..., /^^ •••, f^ ^^ 
knueai «n groupe; ka fiMMlioBa f,» •••, /^ Og» •••, flu aeroat dea 
faoctio B a diatingirfea da ce groupa d, coauna la dîliiraica r-hi 
. -^ f — m B*e8t paa ub Boadiro pair» ce groupa adflMttra uBa Cmm» 
fioB dktioguéa da pli» 0.4.1 («X Ob aal doBe aoadull 4 UB piraU^ 
da BièBM IbffBia qua la preBilar, laa B oadwu a rHm ëtOBt r aB ipl aofc 
parr -i-lalm-f-l. 0BlbrBK:*maaBnMlaBt4 FkaBra bb qfiléaia 

ipM 



dfBJialaBl-aB afatteia 

<f.,n = «t -t OtO^O, (0.,/) 

doBi OB eoBualt r «i- 1 iBMgralea; la 
gnda aiigara bbo ap én ttioB dVirdra 

SB*-r — 1— f — m — 1 asSB 

LVMdro da ealta apënUioB ait» 
BBiiéi i rardra da la preoiièra. 



0, .-, <jaU4.if/)sO» 
d'uBa BaBtalla ialé» 



Sf — Sm — Sv — S. 
i fait, iBliii au r da dcBS 



Mnttio 




r.**^-.^ 



^ '^■ 



K . 



f^:^^ 

^^5^;^ 



<».T. 



^«1^. 



-•*<: 



7--^-' 



*fc"? ^,3' 



^^ 



■• ^SSii" 



*— "• •! 



^"C- 



?• •--' 



r^H.', 









f»;-"i: 



^^>^^ ^ 






^ 



5' > •• 






334 U9ço!fs sua ui Ahiath»» aox Bteivtai Mnmuji. 

Il ptui arrivier qw let fooctioM f^^ •••» f^ f « •• 
ffwift. Akm rappUeition da théortoM de PÉiMi 
drmlrw inUfralM ^^^ •••, ^«, Duit \m fcriNips «iMi «Umm (/|, ...^ f^ 
^•f •••» iJ ^ IbndioM /;» •••» /^9 Og» •••9 0« toal «le» CmwUmm 
dbliagiiéat, mais il peul y aa amr d^tulrai a«4>if •••$ Qm¥mr* l^ 
jpnMhmt a encore repris la ferme primHim, sauf qw r H m sont 
reoAplacées respeetiTeoMiil par r 4- s al m -h m*. LTopAntioD sui« 
vante sera d*onlre 

Su — (r -r •) — (ï + m -f- m*), 

et, eomme s est au moiaa égal à S, est eidrs est iafërienr d*au moins 
deuK unités i celui de la première opération. On verra de même que 
Tordre de la troisième opération sera inférieur d*au moins deux 
unités i celui de la seconde, et ain«i de suite. 

Supposons que de eetle Ikçon 00 ait obtenu a^^ws d*iniêfnJes 
(At •••» A) pour que le «jiilèaie complet 

où Op ...» QfL sont le» A»nctions distinguées, autres que A, ...9 f^f du 
groupe (A, ...y f^)^ n'admette pas d'autres intégrales que A, •••, f^. 
On aura dsne ce c^ 

on, en posant p — f« ;ia3r, 

n = 9 -h pi 4. I. 

Le groupe (A, ..., f^) contient alora un système on inndntion d*erdfft is 
et, d'après le tliécrème général démontié plus haut» rinUgralion du 
système (») n'exige plus qu'une quadrature. 
On peut donc énoncer la proposition suivante : 

THteHÊue. — Èiani donné un $yêîème en inaelailfon 
SI on connail r taté^rabs /;, ..., /; du sysCime comfilel 



aur. ni* — nAMUc 

gmém ikeÊmm9Êê9, rùMgrmO^n dm êjfÊièmê m immtu^m p f§ p ê9 é 
n'exigé, dmm Im Mt Uê plm dtfkmrMeêp fM to ep énM ûm 



•••f 



«.4.t, 



8» — f — «• — r, Su — f— m— r — 8, 

Tûuim en ppérmUmu mni JTerdrt jMtr €l fêtêrt êbmimnim 
Jtmm majna ilfi» imMi (imimI #ii jnmm iTiim i y dir »H i w é to 



141, Riûr doaner mb «aoplcy •oppoioat y Fo ait nae iqpnlioo 



«I que fm eooiiaiste 7 ittl^tfialflf fg, f^, •••yfy de réqwlieQ (f, t) ==0 
iHniant afce f va gnnipe dTerdre 8.'Plinieafl« cm eeal i 4ie* 
liasuer: 

l*Ge groape edmeli avee/; oae attlrt CmmUm diilivgaée; rklé* 
giatioo eiige akm les epétatioM 

«^ S, 6^ 4, 9; 

9^ Le gnmpe lenfcnMf 4 fNKlioiis dUtU ag aé e» . Oa a à 
ke eaéeeUoae 

«, •, 4t «î 



9* Le froape leafiarme 9 Iboctio a e 
eoaid'onira 

«p 4» 9; 



dMiagaéee Les epéraUeae 



4^ Ealla, â le gimipe mi ea iaidaliea» Feaiplei 4e le 
Jacobi esfge lee epéiaCioae 

4, «. 



L'eapU 4e h aélhode àm CmOtj, 
alicalear* BéeBadtefak lee eoéfalîeae 



il, iOt ^ •» 



•I 4ms qoalnlans. 



fw Pm 



4, ^ 1^ 



a laMî^fves ^|f «««f Hi aa 



'-^i 



m- 



uçton icB us tvik-naoB usx mEmvCb MunrnuK. 




L* fTMips flonticMt 1 fonction aMtia««te 
— 3 

_ - & — 



RCMJUtQUC — On \Mi, MIT cet «onple, ^m Ift c 
It itilètcnlei de ré«iuitHia (/'• f) = '^ ■• ^mm pM 4e |4ui 
nimplifialiom qM b «Hinuanoce de 7 wlétnlM hcuImmbI. Ceit 
li «n (mit t/tobr*), que l'an Térirwra bien u>è«ent d'kprè* le» 
développeraenU qui pnScèileut : ti eii wnioll tante» in ee t wl fa w^ 
mh/'3im + 1, dti tj/atime «omplet 

eemMÎMeit l«M(et Im mAïAwiu, wn/'Sm. 

143. Afa»U«aB bemesta**. — Noua «Dan» uainlaMat mm 
oMU|)er d«a équelioiii Itomogènes et de degté aêfO par report eux 
wariables j*„ ..,, p^ Ce ow (orticulier eut iiuporteat è c a — W w r . 
car il M pnSaeata toute» le* foia ^iw l'oa a ilca Mjuatkiui da pwi aï k r 
onira ilont «i fait diainraltre U IbncUdn iaconiiue par l'artifioi de 
JacoU. Soit dont: 

(38) N, =s C N, :r Ç, 

ao ajOèine es involutioa de f «fulton» diatinctet, oà H,. .... X* 
MMit dus fooctiona Iwntogteei de dc^ airw dva »riaUe« ]•,. (O^mm 
KuniL-re Bênénle, on déaimwra |w h lettre H une fiHictiua boMiiiitèiM 
de detrrû quelconque, par b leUra K uu \ une fonctioa honM«ène du 
desrâ «teo, et par U lettre P une fonetion humugùtie da premier 
deurd; a «'agini tonjour*. dan* U mite, d'lMtiMe«iiiil« par report 
aux p,.) La méthode de Gauubr gi^uiinlisûe ramène l'intéuralioa da 
ayatima an iavolatioa <3>i) h, rintûyratioa tlu aratème complel 

(aa> 1N„ 1.1 = IN,.'I*I = 0, 






4 

9 



GHAP. in. -— TffftOHIB HÊM CMOPtM. S3T 

et, ciNmM z est «m toliitiM et ee sjilème, il suffin d*inlégiirle 
qfsttoe eompM 

(31) (N.,*) = 0, .... (N^^)»©, 

pour anrir une intégrale eooipMe dv tjtliiiit (33; tant anenaa 
quadnUnrft. 

On peol enoora aimplifler riDlégralioii. FMona» dTaoe fluaièm 
générale, 

M(F)»|>. I? + ... + j»,^«ir. si. 



et aoit H une fonction homogène de degré f 9 de fiifon que M (H) S i • H. 
Appliquons la formule générale de Uajer aux trota fondiona r. H, F, 
les deux der m ère a ne renfermant paa r ; il vient 

[[H,FLf]-h(lF.r).H] + [[r,Hl,r]=rtr,Hl, 

ou, en pnaant [If , F] s A (F), 

(35) ll(A(F))-.A(M(F))=(a-l)A(F). 

Vët conséquent, ai K eil «ne êàlmtimî tfe r^fiinf ian (II, F) = 0, en 
Il est une fonction kmnogène, M (K) fera nue intégrale de la 
même équation. 

La mémo formule (15) nous montre aussi que Ton peut ijonier 
aux équations (3i) la nouvelle équation M (4) s: 0, aans cesser d'avoir 
un sfBtème complet (*). Le nouteau ayalénie 

<38) tN.,») = a, .... (NV*) = 0, M(*) = 

admet Sn — Sq *- 1 inlégrales, aulrea que Kg, .*•, K^ que Ton 
obtiendra parkssopérationsSn— Sf-*1,2n— »Sf — *S, •••,3,3,1. 
ïîoieiit ^„ ..., ^,«.tf - 1 ces intégrales; toutes les parenthèses (#j, ^) 
seront des intégrales du système (34) et, comme ces parenthèses aont 
homogènea et de d^gré *- i, elles ne pourront éfre des fonctions de 
N|, ..., N^, ^|, ••., 4bB-ff«.i* En lû^utant une de ces parenthèses, 
diUérente de aèni, aux intégralea d^ connues, on ann llntégrale 



l«l M r^qsa Uss »<# » a a HiM ssi 

imatkHet(#f,4i»,ssiamllMBtsHMi d ée 
Isioi sU SmiSs—f gs,tsfSs^tl 

a. 



«qsdimt m» hi twf 
e^iinwkm. Us 



%% Scffiicsl 
f «s. 



338 LBçom sra ues êmoAnom Mm, maa^m mmiblu». 

générab ds iJU^ hè pnieédé M MTitt 9m définit fM si toute te 
ftamlbèÊtê (^^ #^) ëUml nultot. Cad M peut arrifcr que te ipit 
les fcnctioiis N| el ^^ ferment im sysIèoM en inteliittei dVirdffn n, et» 
dans ce cas, llntëgimUon est iaimédiatenent terminée par la métiiode 
de Jaeobi. 

Pèar intéfrer le système (92) par la méthede de Jaeobi» on 
commencera par chercher une inl^prale N^^-i diflerente de M,, •••, \ 
du système (36), ce qui se fera par une opération d'ordre in — - Sf 
^ i. On cberchei*a ensuite une intégrale du sysUVme complet 

137) (N„*) = 0, ..., (N.^„#)=sO, ll(*)=5 0, 

dillérente de N|, •••, N,^i» ce qui exige une opération d'ordre 
3n — Sf — 3t et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on ait olitenu un 
système en invoiution de n fonctions distinctes d'ordre nul Ni, ••.»K^t 
...y N,. Cela fait, .on aura sans difficulté n fonctions P|, ..., l\, 
donnant lieu à l'identité (g 114) 

Pj dN, -h ... 4- P^ dX. =s Pi dx^ + ... -♦- |i, 4«,, 

qui peut encore s'écrire 

dZ — Pj dN, — ... — P. JN, =; ds — I», dx, — ... — p^dx^ 

où Zss. 
Les équations 

t s: #1 N| =: C|) ...f N|» ss G^ 

donneoty par conséquent, une intégrsle complète dn système proposé. 
On est maintenant conduit à se demander quel est le meilleur 
moyen de simplifier l'intégration quand on connaît un certain nombre 
d'intégrales du système complet (3i). Il nous fiiut| pour cela, entrer 
dans quelques détails sur la théorie des groupes homogènes. 

143. Un groupe d'ordre r est dit gfoupe homoginê s'il contient 
r fondions distinctes homogènes H|, ..., H^ La théorie de ces groupes 
spéciaux repose »ur la proposition suivante : 5t K e»f une fondion dt% 
rariahleê x^, p^^ appartenant à un groupe homogène, M (K) appar- 
tient au m^ie groupe. 

En effet, aoit (llp ..., H^) un groupe homogène et K une fonction 



•IfMlMM 1 <» itaqt, s s 4 (H„ .. , H,). D« nhUM 
ll(a<)s>,B. (f = i,%~.,r), 

M Mdl, •• Blillifliul fn ^ et ijoalnt. 

Il (K) =^ •.II, ^ = ',. (H , BJ. 

màpnuncMl, li lut giwNjie d'trdrt r ttHOnt r /kiMliM* 
«Wiaeta K,, ..., 1^ lelln ru lu «t^nolnu H (KJ ••<«< Ai 
fiHeUmu <b K,, ..., 1^ wiibiiwiU, M gnttpt tat hmuffèm^ 

1C(K,) = 0,(K K,), (i=l,S,...,r)i 

•i hwlM le* GMMtions Q| aoat Hullet, la (bndioiu IC, rant hcMBogûset 
•I d« degri sdro. Sï rmw in noim det IbocUoofl Q* n'nt pm nvOe^ 
•■ poum trotmr r ImwUoim distincta ippulauuil a* s^viV^t ' 
hoaiogtoa et dn premier onin. £■ dûtigMot pir • nae fnartiwi 
de K,, ..^ lU rdqâaUoa M (t> =s • peut, co dfat, «'écrir* 

eteae paordMaminer^ane 4qutioB liiiéiin à r nrieUee Indk- 



fralee dietindM. De là ea dédolaent ditenee ee — i i q qeo ce i : 

1* Lei Rnmpee homogi m m a* dïmoat «a detti c h ei et , eanaat 
qu'il» edmeUeot r bmctiauÊ .dietladee hotooffinm d'ordre aal» t» 
non. Deaa le preniar aa, laatea lea fonoUom dn (roape aoat d'ordre 
Hid; oB pest le repuéowlar per (W^ ..h M,). De» le eaa ootrdre, 
ea poal tot^foan tminor, par dea divialeoi ot de* jli l y a tieae de 
painaana eaawaaLlBa, r — i fcaotioaa djallnctoi da fmipi» qui 
eeiaat hoMOfèaia el d'ordra (^ il aat toUa qal aoft ferdra l* par 
aiaa^la, de aoila ^m la imv» aaia h fcraM (Nu ...» K-b P)* 
81 toalaa lea tMatiaaa aoat d'eindif au], la fnmf aat aéoaanfauMaat 
M iaMhitioa, aar la» fanalUaai(M« Kl) dMrniaal Mia dTovdia — 1. 
l*£aa /h iii fh iii wwaïuBW *,<wia p w^ p w à awiffciaa. jlwiaiH l 



9M UÇOM «OB us tOVATNKl AUX WÊKftXM PItniBiXk. 

(M flprM^tf h êmêf h tt. Car, ■! L «at «m fendlea ammmtm A 4mx 
(TMpw, il «B «t da mêfM da M (L). 

a* Êtnnt doa né ei v IbneliMn quekaa^uc* •,, ..., 4% 4m nrivIilM 
«,t |i^ infttiiooBs qa'Mi fume toutM 1m tipnwiaas U (#j) rt f^^, 4^). 
AjoutOM nx foDCtions • IoiiIm ccDm de ce* Hpraniooa qui na 
«'«^priment pu an mojrcn d« lonctiaiu 4 ellca-mémei. Un oUiaol 
' xinti un Bourcau aratème da t + i faudiona dbtiuctea 4,, ..., *» 
.... ^>, nir leaqurilaoïi peut racuromeiicer lea mèniM opérationt. 
Ko eonUnuuit aiaii, Q ett clair qu'on flutn par anïrar à ua groupa 

homogène. lit» t TonctioDS #, 4>, engentlrent donc un groupa 

honKçèue. 

4* i.« groupe potairt iThii (rroupe Aotiioj^a att JntMog^ne. Soit 
(H„ ..., H,) le pwipc ptoiMMé. Si K est une iolégnla du «jalèiiic 
caniplet 

(U„*) = 0. .... (H„*)=0, 

il eu cal de miau:, d'aprj» U formute (U&), de U (K); ee qui auiOt 
pour élaldtr la propoution. 



th»>- 



IM. Il réMilte auni de U que I« /biiclietu diatinçuéet #m 
fn-aHpn hamogèn» finmtnt «m 0nmp9 )tmH9çène. Car lea liin d io n a 
difltinguéea d'un groupe aont ka fonctiona oonunnnen i ee groupa et 

à Min groupe polaire. Soit (U llr-i. H,) un groupe lioaiot[<!M 

runrennaDt m fendiona diaUoguéfa. Deux eau peuvent se préaeuUr : 
Imi bien toute* cea fonctiona aont d'ordre niil, ou bien elles ne sont 
jins loulea d'ordre nul. Il cet bcile de dUlinffuer cea deui «a. On 
oMinl la nombre dec fonctiona di>liii)iue en clierchanl le nonù « 
d'inlérralea eommunei des Aiuation» 

(H„«)s:0 <n„4>)s:n, 

on om KUppuae que « ne d^iwnd i|no de lf„ ..., H,. St ce» équatloM 
afl réduiaent à r — m équationa dMliodcs, par «temple aux r — m 
preraièrca 



(38) 



H.,*) = 0, 



(II , ♦) = 0, 



I* r'âupc «liaiel m foncUoni dwtinKvèn. Pour «voir la I 
dûtingttite d'ordre nul, il faudn joindre «us ^luuiou C«) !■ 



.-1 



(. III. -— THCoNie Kt ODOUKt. 



Si réqmiM (39) «M «ne aombiiuiaoo liaMiv dM éfwtioa» (3BK ; 
tovta les foiKtmu datingnAM wnl (Tordn anl. Si réqiiatMQ(a8) ■'«•( 
pn nos cDmlnnaisM linétin de* Aiaaliow (Xt^ !•• éqoa&nit (38) 
et (39; iMwent UB sjrtUiM eoinpM dont lei m — 1 inl^nles 
eoQunanes donoent m — 1 fimetiffin dialiiMnrfM d'ordre aal. La» 
iqutions (3S) admeUeiit uoe autn inUgnle comanM dont Tordra 
poum être prie é)ptl A i par eiemple. 

145. Ob ■ va plu beat d itt) que tout grovpe poavait èln 
ruMOé A use famé cuiomqtw P^ ..., P^* X„ ..., X^ oè (oatei le* 
pifentbèeee «nt nnUee, eanf lee pemifbtoee (P» Zi) qvi oat pour 
i«lenr KanilA. Otni le eu de* snmpes hnaosèoe*, on penl de ptm 
aappeeer foe lea Anhctiou Xn P^ eont lioiiiogAiMe, d'ordre «l 1 
nepediveiiisal. Prenoae, en eBet, an tfroape bomiqiàu; ^il eel •• ' 
invelalMW, «o peut prendra pour tanat owionîqtti X,, ..., Xa *> 
Pf» .», P^ Miltuit qw lo«le<> lee foaeliaaa du gnMtpe aont d'ordra 
nul ou M». ConaidAnMti ea secood lien un poupe bod ob înTohilion 
(N,, ..., N,_„ F). Toutes lee foncUou N,, .... K,_, m peneat «m 
diitîngute; soppoeoas, par exemple, que N, ne eoit pae disliagaée. 
Oa pourra aloce UtHtrcr une Iboetion F do ipuapa, dn prenûer enliv, 
lelto qae (F, K J ss «. Soit, en elTet, F s: P f (N„ ^., IC-,i)l l« 
widitioa (F, N^ SB 1 dArdoppée donne 

la fendiont ^. N,) et ^ (S„ M,) eoat dei feaetiona dn gnape 
d'ordra aéra el, pur coneAqneat, ^«priaMatau aaojea de N,, ..., N,-t 
seulement. On aHn dooe, pour détemioer ^, wu éqaaiisa UaAair* 
i r — 1 variables. Soit P, ans valcor de F ainsi ebUaae; le rnwpo 
prapoeA se tnave déeompeeé Q IW) en un (ronpe d'ordra 2 (K(t PJ 
et ap (raope d'ordra r — '2, «;. .»» «C_n en iandatïM avae h 
prenier. Gb (roops («j» ..^ tC-«) ttt cneon hotaogAae; car, si 
(«„ »., %,.r} ot W IfMp* paUii* da fiwp* F>P<*'k ^ l"<V* 



:^ 



4i;. 



9M LVCMIt WR US («UATMN» AU VAUTti» PAKTKLun. 

C^ll f|f **! Tta-r) «ft hMÊOflm* It MM (TM^ foUtn «t frtti* 

•émul (tfî «J-^ Si M WHimu pmip* n'ctt pai en isvolBtwa, 

on rMMnnM>Mfln Im nAmes «pénlioni, «t «in»i 4* Mile jin^u'à em 
qu'on «rriv« à un irnMipr «« invohitioB. Tout (fraup^ l>oine|* M fWt 
dune étrv nnwné i b (brme 

P^. X , P^ X,, U 0,. 

où le grouiM (.U,, ..., U.) cat ub ffrovpa Iwkmogènc en involMtiM. Si 
loulfft les foDcliaiu <le ce ynape mbI d'onlre nul, on peut l'énira 

X,^ i. ..., \,^M;ÛAoneo peullenHiUreiousIalorfneP,^- P«-*-b- 

En résuma, Umt grovpt homogène d'orJn S9 + m, renftrmmnt 
m fùneti0it9 diMinguén peut Un rameHd à tu ftrmt e 



(A) X„..,.V \*., 
ON À fs farm^ eaitenîqtM 

(B) X X^ P„ ., 



,X.- 



P. IV 



I.--..P,*-. 



•Kt X„ P» «Mil tfn fimeli^Ht h tm tgim—, é'onir* tt et 1 r wy ert i ei 

»ienr, Mfta/iiiMNl «nu rr/afieiM 

(X^ X.) ^ 0, <X., PJ = 0. (P,. PJ =. 0, (P„ Ti = 1. 

Lm fo n t* (A) eentrient awx frappe» ifenl iMtlw Im feurtii ta 
dMinfitée» mnI d'orért nu/, la /erai* (I^ aiw yrwMfwi yettr 
teêqntU it n'en est /wa obut. 

On démontrera counie plua heut (| 1S9) tfw tout poiipe ciMaiqM 
homoKéue e«l renferiDé dans un groupe ononique à Sn termes, rf 
on en cunclut que le» lettte* proprièié» d'v» groMye fc — eg in e, 
fnmrianlea refotîivmenil ù Iom/* tinon^«rmotie« heme^bie de 
contaet, tont l'ontrt du gnype, le nomfrnr rfn /imclloiu Jûttif 
ÇMéêi et le nombre t/ea fimction$ dittingute» d'wdre nul. 

146. Reprenons le n-Uême «n involutioD Çl^ et aoient #««.■* 
..., 1t^ dm inlégrmln wnniM>e( différentes de N^, ..., N„ du ajrstème 
complet (34). Les (bocUuns N,, ..., N,, ^,j.|, ..., 4>, en([CBdi«nt un 
Hntupe hwianfténe dont toute* lea fonclioiii mut deo inl^snles du 
■ptiino (•14) ()i 142). Si toute* le» TonctiODa de ce groopa poot d'onira 
nul, il vat «• invululion, et le problème propoii^ e«t ranienA i ua 
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pnUâaw de nèoM wilara, hmm plut Moipte. Non* pomanb rfoM 
mus borner a«' a^ où les i* iotfiynie* connues IbnneDl un groupe 
boiDogèBe (N„ .... N,, N^H •-> N,.» H), oA H est du prassier 
ordre. 

Suppoooa* qne ce groupe admette, oolre N,, ..., N^ m fenetions 
diMiiigu^es. Deas cas penfcnt se pr^sraler; ri iMles cra Conetiom 
dïatïiijtuées iw soot pas d'ordre nul» sa eni|doieni pour lenntiwr 
rialêgralÏMi ta méOiode g^énklo do 1 140. S Umles ees fondioai 
dbtiiipiée» MNlt d'ordi» nul, oa peul.enoom dimiaaer l'ordre des 
inl^Sntions en uptiant comme il soit. 

RaairqiiDaB d'abocd ^ub* ■! k graopa (N^, ..., l^-i, Q) eoatùnt 
aa syrièma en mmlalioB d'ordre m» U fi^nM canoaiqae dfi (vmvb 
senP,, ..., P^Xf, ..■! XT,X,4.|,^,XM«At=fi — as. On pourra 
alors Q I14)'tnNiv-sr des CnMtioBS du pramier ordre donnant lien i 
TidentiU ' . 

K,dX, + .„ 4- K.<f?C. = ri *lA -*- ••• + J*. **•«- 

et, eemme X«, »., X. sont des fawljsas da Mj, ..., N-_i, on aan 
aassi naa idertiUde la fthna 

L| 4Ni + ... + U-t dNr-i sPi rf'i -I- ••• -1- r. dx^ 



Us bnetinis N., ..., N,_„ I^^-i. -t U-i. H i 
iDléyrslet dn ajstfeine (34) ^ 133). L'inUsntâm d« arstème (30) aal 
lerminén sans aaenas ^nadivlure. Uîssaat ce eas da cMé, ooaai- 
déroiu les 4qaalions lînénires 



(40) 



(N„#)=aO. (S,_H»)=.0. (n,#) = 



I S'^J^^HC)^ 



0. 



Csa équations Tonnent tu sysl&maeomplat. Soit en eflU (f, «W-^) 

le gninfe polaire Hn fronpo (N„ ..., Np-i, H). Tsules les faneUaw a 
da flc groupa na peavant être d'ofdra nul; an aaralt dans ca tas 
3n — r^f •*• M, on en posant p=t •hm■^•if,m:ssq■^m-^l^. 
Ls gnape (N„ ..,« Nr-i» H) eanliandrait mn sy ilèM9 an iaselatiea 
d*onln » al an asrait lanuMrf u eas puieMeaL 
I«a r ••- i l|iHliiai (40), adMllwt tn — r -^ t faUgiOM 



e-'r. 



.*ï?^- 






1*T»- 



fc?lS<-. 



?>?»-: 



IW3 



L «-■.*.l 



5. . :-. r ' 






^sr> 






.■^ 



>::^i-^. 



«■V. .- *- 







cominuM, funDMt im sfilèiiie conptet D y aim f «t- fii 4- i 
équatHNit ditllDcte de hi formt 

>i (N«. ♦) + ... -f^ V(H, ♦) ^ V4.1 M(*> = Ot 

admettant les r iBlégnles N,, ..^ IC^h H, car Ici é^ttatioM da 
ooBdiUon qui doif^nt vériOar X|, •••, X^^x pour qu'il aQ aoil aiuM ta 
rédtthml à r ^ 1/ — m rdalioiit dMmelaa i'). Soieal 



las équations linéaires ainsi obtenoen. lie svsièma (41) ait aomplet, 
car il admet r-^q-^m intégrales de plus que le système \¥X)^ 
c'e<t-âHiire 3i» — f *- m — 1 intéf raies. On pourra donc obtenir 
une inlégrale de ce système diOérente de N,, ...t Nr^i,, H par une 
opération d'ordre 3n — r— f — m— 1 s3n — 2<f — 9m — 2v*-i; 
celte opération sera toujours d'ordre impair. 

Soit <f| une intOgnile de ce système. Deux cas sont à examiner. 

1* SupposoiMi qiie les fonctions Np ..., Nr.i» H, ^| tonnent un 
groupe homogène d'ordre r H* t ; ee groupe contiendra q 4- ut •»- 1 
fonctions di&linmiées. Je dis que toutes ces fonctions seront d'ordre 
nul. ooii, eii effet* ai^ •••« X^^ Jt^^i^ •••^ A^^ny •••^ a^i I « ^iM^it •••9 1 §• 
la forme csnonique du tnnoupe (N| ...» N^.i, H). On peut trouver 
d'autres fonctions X|. P^ fbrmant avec les précédeuies un groupe 
canonique d'ordre 2n. Imaginons qu'on ait pris ces Sn fondions 



iit %M9i 11,, ..., Q« les ■ f t f Uft M diftiingiécs, a«tm qas N.. ...« ?lf 4i frMpt 

.Kf Kl- •!• Il)- H vr, Wtv tel Sv foorllou i|«i ciNnHtfteit if fiacre» Os pHirim 

Irouvcr «M é(|ii«4ioii «le la f«r«s 



•4mtUant ta lAtéfralcs W, Wf,. Stit C (^) «s l'fisMiMfe tioai •ktcass. Ltt n 4> f 4- 1 

éqMUrat 

tamatjMl iM Si -- r • « lAucitoat ili s^H ptlilw sat taat d'otait ail« plat ta St fiae- 

li0MW,pMirlstéinta.éiMlfaa«ilo«t 



taléffftta iMIstta. Ci qfUHaa «M «|th«iMil au fftUM Ulh Hato ta 
waitaMilMl^a^ ^aat tiMaair ce ijtthne (41) saM cMaaIUs ta l( 



iiaa 
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La iibUac (W) pnod la fcme 

(41) <«rieBt de aiAme 
Tnte isUgnla de ec ajttèow ten de la forme 

•(^ l.f......-,»..'^- ^^): 

il dia CMma avec X,, ...,Xy, P«4.,4.i, ..^ P^ aa gnnpa d'ordre r + 1, 
toata inetioB dutingnia de ce gmape ans la ntae fonna al dana 
aatiiCûra aai éqaalioaa 

<^*> = SF.=*' (» = «.«.-.«■). 

(«•..♦) = -||=<^ (l = ï + m + « ,■). 

Toata bnctioB dtatin^iiée de ee gmape eera dooe de la forma 

* (x„ ...» x,*^ x^^. x^ î^; •-. ^y 

^«>l4^re «Ma d'ordre nul. Oo aéra donc nmené à une quatioa de 
aiême aatiiK qoe la picinière, noT que r aéra nm^aeé par r -t- 1 
et f par q -t- 1. La seconda opfaatkm aeri d'ordre tnfèiieiir de 
deux aailéa 1 ealai de la preaaiére. 

S* Si N„ ..., Nr-i) H» ^, ne forment pai an groupe boangtae, 
dlea donnaat nahaanne i lu (mapa hoatàigbae qui aeia aa aïoina 
d'ordre r + S et qoi reabmera diM bNu laa ea» m Ametiom dtttia* 
gaéea d'ordre aal. Ia «■ooade apératioa à laqadla e> aara eoodait 
aéra aaeaca d*«idi« iafinaar d'as Moiae deux anilda k cdai de te 



3IB UQMS nui us Ahimiom ira aterclte ^mtoujx. 
Ea féwtiwt toM CM riMlfata, m al tnmSttU É h fwfidtiia 



ftant dnnié tm tf/ttème «m JumIMIM 

»,«C.. .... K,=C„ 

•6 N,, ...t N, MHl rfM /ipndJMn homéghirt «Tcrrfr* s4m 4r 

««rJcUca p.-, ai K , N^ ..., N,_„ Il Mut rfct taUlfrvta cMHtun 

«Tm tytfAiiM tmmpltt 

(N.,*) = 0. .... (N„*) = 0. 

férmttttii tm gremp» htnufètu fut admtt q + m f^methm rfMfn- 
fuiê», (Milet d^aràrr sera, riMft'^iwHoti Ai asrittNW «• 6tr«f«IJMt 
pnfpoÊé n'êxif*, àmnê les cai Irt pttw rf^/hivraUM, fiw l« «firfp** 
lions 

$» — r — f — m — 1, Su — r — f — « — S, ..^ B* 3» !• 



.J_ 



t 



3WTR I. — nra ui anrti(B jAnums. 



NOTEI 

tar iM frsU■HJaMU•u(|3i,^M). 



Soit 

■A BjiUme complet d« f é([aaliaaa i n varidilit Jodii U Bihalii , 
••IIm qiM l'on ùt identiiiieawiit 

X.(X.tf))-X*(X.(r)) = 0, (*,»=.i.4.«.,). 

Qadqvc» nlAin donaent à oet sjBtfttnes le tMim de wjwUn* Jae»- 
lùena. SoppOMM qu'on ùt obtenu une int«gnle f, dea r pntnièm 
IqnélioM 

» X.tf) = X,tf)=.0; 

«■ )■ Mibtliluutl dut Xr4.i (/% on bnuen nae tuile de AnwIîom 
f „ tM ...» t» Idka que Ç14.1 =s X,*, <î^ qui wnnt iMilet An ialà- 
gnlci dn eyrtème (S). Suppoaooa qn*a|irà( i opénIioM •■ ebifMM 
■M inUfnla qui t'exprime «u noycn <iea prMdmte* 

f'*i = U(fl.fl»'"ifj)i 

— iftinlunt MW faiWipile Je rëquaUmi X,» 1 ff) g Ofri tfeyfa— 
n mijM de n. •••» r» *■> "* ModuH à rdqwiUoa llndiir» 

•I taU Uifnb de «Ut «lotfiia hn aHUlIn aa» taUinb aa- 
W x,(0=<V .... il^.tf) = <». 

Ua<Uwlaal>'arpUqiiepb>VamMX,4.i(ti)='n((,). I kM 
*>• n <■ ftaiiK «M aUn taUinb «MUiHn 4, <• qiiltai (9 



•r 



ry^\ t^ 




84t tcçoxt tua Lct iovATioiit av% ftCuirCm WûwnajuBÊ. 

m 

et M servir de ^^. au lieu de f,. Si m a aaeii X,4.i (tt) ^ 0, (^t)t 
on dierchera ane iutégrila de la fome f (f |, f |>, ae qai CMidaâl à 
rëqoafioa lloéaire 






n(f.) 






n. (ti) = 0, 



dont on obiienl vne inlëgnile par des quadraturai. 

Ce cas excepiioAnel ne se présente pas, lorsque les équalîoas (i) 

ont été résolues par rappoK à q dérivées. Il est aisé de se rendra 

compte pourquoi il en est sinsi. Si, par exemple, les équations (1) 

df àf 

ont été résolues par rapport i ---^ » •••! 3-^ » les r prumièrea équa* 

lions admettent déjà un certain nombre dNntéjnrales connues* s^^iu 
..., ar^ Il n*en est pas de même si on considère un système jacoliien 
de forme quelconque. 



»f . 



*»- 'Al 



-^2 



ii - 



^:>i 



'lir./v. 



^V-4^' 



' '•« ^ «^ : 



>:^;: 



n 



KOTEU 



Le Ihéorèms de Mmob dow Èffnni qm* li f , el f , tODl dtsi 
laUgnle* de l'âqMtîoii 

a es ert de intaw de (f „ f ,). Ce Ihéorfeme pemet donc if dAduira 
de denz intégimlf» eonnuM de ràjnation (1) ww nouvelle inUtmIe 
fer dee opénlioM indépeadintet de la fonoo de la tane U ea /l Oa 
d«t i H. Lauant an théorème pins génénl O : >i fn h* ••■> ft* ti« 
«., 4k Mmt Sli aohaiona de l'Àtnatioa (1), fl ea «et de néine da 
ftxfnaàoa 

V ^it» •::•>' ♦•• "•^*^ t 

mil » tbiorèfiie m donne pa* de aoluliotM didiadee de tdlei qne 
PoD peut obtenir par TapplicalMa rtpëlée do Ibéortme de INmioa. 
Cela rétnUe de là fnvporitioD auinmle^ qM M. Lia a dédaUe de la 
théorie dee groupes. 

8t «R evHnatt q solufioiu f^, ..., f, de Véq^mliom (f,f)sxOt et 
qu'9n ptfiue dédtttrt 4e «ea 9 mInMmi^ pmr deê epAvUMU iiidé» 
ftndcmUt de Is farwm de la fometion f, wu iiMivcUe eelB rt aii II 
de ta mèm* équiaimi, U •jpparUmt m» grtatfê mfmi ir é par lê$ 
/WwffoM ,„ ..., V 

g» afliit, tome tonetioB / wllifaiml «ai égnitiew 

<i) (fif /) = 0. •". <fi. /) « *>. 



«■.%r,a 



é&fn anmi vérifier Tc^atlMa (11, /) ^ A. Or^ m I«s tàmeliam f,* 
....1^«BgndKnt M tnapi (ç,, .... f,, ..^ ç,>, W iaU^raln 4m 
Aqn^MM (3) wat 1m ùUgnlM en ajvùûne eoMp!«t 

(3> (ç.,/)=o <vo=o. -» (?*.r)=o- 

L'^qvatkM (n, /> s= dern Hrt mm Mwihiafciiiw Haèiir» 4h 
équatMM» (3), M qui BB poam airtnr qiM h I« f girl ï iw U f p a r 

lirai au pot^ (ç f,t. Si F, Ft.., Mut Sh — r wU|{i!^ 

ilutïndM lia «ydème (8,>, Il doit, en cfet, cpparteuir ait gmMf» 
{lolatn d« (F|, ..., F,._tX c'«t-4^ife «i srmi|K (f „ ...« f,). 

La IhëMcÀme n'ai |»Iih «uct « la EoDCtion frit toumiav à L-crtaîaM 
■eslrieiioiu. Pu- ciempic, m f Mt bowiniftae, oa a .vu que d« l«Hla 
iaWfnle f^ 4e l*<qiialMa (1) on peal ilnluire une nmiv-elle intésnle 

Uanb CM uitf iwiticuliei , t'inont:i du ibiîort'-aM! •loit ètn ntodiOé ooaMa 
il «uit: 
Si «M e»nnalt q ttlutinm •(, ..., f. de rifMaHm 

0ùfe$t umg fonction k9nt9gèmt de» tarimita prêtai ênpmtl Iran- 
ver, par ^m cpAvtJaiu ind^pmdaïKM il« la /)»»•« rf« te /I w Mt iaii 
A«mo0«n0 f, iiH« attire mtégraie ndela mima équatiam, Â ajif iir- 
li^nf aw ifniHjw hautogtn» engntJré par ta fanetwtu f,. ..., a,. 

Ka eSH, toute Mliition oommunr litHnoRêM da équations 

(a„0=W, .... (ç,./)=0, 

«MT» austti 1m ÂquatiiM» (S Ul) 

(fe„Ar)=o. (,.^.K...H-,.^-^./)=». 

«t, par connéquent, let r «kpialiont 

(«) it.,n=o. .... (»„n=o. 

«A (f „ ...» fr^ Mt le tcniupD homogène engendré pv f |, ..., f^ La 
ftwil» {toUire (H„ ..., Hn_,) de (f,,' ..., f,) Ht un fiwifie lianM 
^hie el on en OMtclut, comme lout 1 i'beure, qa« f! doit aj^arlanir 
«u ipvupe polaire d>^(H„...,llt,_,),e*est-è-<lir« BU groupe (fp fif^ 
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